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ABSTRACT

This paper introduces a new method of analysing how the changes
in tax-benefitt-system have been reflected in income inequality. This
method is a combination of microsimulation based decomposition (Bar-
gain and Callan, 2010) and a multivariate regression based decompo-
sition (Fields, 2003; Yun, 2006). It allows analysing how the policy
changes have affected the importance of different individual character-
istics in income inequality. With the variance of log of incomes, the
decomposition can be made further to separate the changes directly
related to policy decisions from the overall price- and residual effects.
This method is applied to analyse the evolution of income inequality in
Finland from 1993 to 2014.
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ r✐s✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ✇♦r❧❞✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡s✱

✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤❛s r✐s❡♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭❖❊❈❉✱ ✷✵✶✶❀ ❆t❦✐♥✲

s♦♥ ❛♥❞ ❇♦✉r❣✉✐❣♥♦♥✱ ✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ❋✐♥❧❛♥❞ ✐s ♥♦t ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♠❛tt❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥s ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

s♦❧✈❡❞✳ ❈r✉❞❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✐ss✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝t ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ✶✮

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ s♦❝✐♦❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✷✮ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✲

✐st✐❝s ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✐♥❝♦♠❡✱ ✸✮ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣♦❧✐t✐❝s ❛♥❞ ✹✮ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s✳ ❲❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡

❛♥❛❧②s✐s ❞✐✣❝✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ♠❛② ❛❧s♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❘❛✐s✐♥❣ ❧❛❜♦✉r t❛①❡s✱

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧♦✇❡rs t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❢r♦♠ ❛ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡r✬s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡

✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱

s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❛❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❛s♦♥✳ ❈✉rr❡♥t❧② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r

✐s♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ✭❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t❤❛t ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ t❤❡

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❛①✲❜❡♥❡✜t✲s②st❡♠✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐st✐❝s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❚♦ ✜❧❧ t❤✐s ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ■ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❛ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t✇♦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✭❇❛r❣❛✐♥

❛♥❞ ❈❛❧❧❛♥✱ ✷✵✶✵❀ ❇❛r❣❛✐♥✱ ✷✵✶✷❛✱❜❀ ❍❡r❛✉❧t ❛♥❞ ❆③♣✐t❛rt❡✱ ✷✵✶✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❋✐❡❧❞s✱ ✷✵✵✸❀

❨✉♥✱ ✷✵✵✻✮✳✶ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ q✉❡st✐♦♥s ❧✐❦❡ ✬❍♦✇ ❝❤❛♥❣❡s

✐♥ t❛①✲❜❡♥❡✜t✲s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❛✛❡❝t❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❄ ✬✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ✐t ❝❛♥

❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s

❞♦ ♥♦t t❡❧❧ ❛♥②t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❡❧❧s ✬❍♦✇

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✴❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛✛❡❝t ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②❄ ✬✳ ❆❧s♦✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s❡

✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r✐❝❡✲✱ q✉❛♥t✐t②✲ ♦r r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝t✳✷ ❚❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡

♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s✱ t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s

✐♥ ♣♦❧✐t✐❝s✳

▼② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦

✐s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② s✐♠♣❧❡ t♦ ❢♦r♠✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ t❡❧❧s ❤♦✇ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❛①✲❜❡♥❡✜t✲s②st❡♠

❤❛✈❡ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

♦❢ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✐s♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞

r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝t✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❛s♦♥s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞

t♦ t❛①✲❜❡♥❡✜t ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ❤❛s ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✶❋♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♦t❤❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s s❡❡ ❋♦rt✐♥✱
▲❡♠✐❡✉① ❛♥❞ ❋✐r♣♦ ✭✷✵✶✶✮✳

✷Pr✐❝❡ ❡✛❡❝t ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
❡✛❡❝t ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

✷



❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❋✐♥❧❛♥❞ ❛♥❞

t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s ✇❤② ❋✐♥❧❛♥❞ ✐s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t s✉❜❥❡❝t t♦ st✉❞②✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ●✐♥✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡ts ❢r♦♠ ✶✾✾✸ ♦♥✇❛r❞s✳ ❉✉r✐♥❣

t❤❡ ✶✾✾✵✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② r♦s❡ r❛♣✐❞❧② ✐♥ ❋✐♥❧❛♥❞ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ✷✵✵✺ ♦♥❧② s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❤❛♣♣❡♥❡❞✳

❋r♦♠ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r r❡s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ❋✐♥♥✐s❤ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥❝♦♠❡

✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭❇❛r❣❛✐♥ ❛♥❞ ❈❛❧❧❛♥✱ ✷✵✶✵❀ ❍♦♥❦❛♥❡♥ ❛♥❞ ❚❡r✈♦❧❛✱ ✷✵✶✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t

❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ✭s❡❡ ❍✐❧❧s✱ P❛✉❧✉s✱ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞ ❛♥❞

❚❛ss❡✈❛ ✭✷✵✶✹✮❀ ❋✐❣❛r✐✱ P❛✉❧✉s ❛♥❞ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞ ✭✷✵✶✺✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♥♦t t❤❡

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ●✐♥✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❋✐♥❧❛♥❞
◆♦t❡✿ ▼❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ②❡❛r ✷✵✶✶✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ②❡❛r
✷✵✶✶ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ②❡❛r ✷✵✶✹
❙♦✉r❝❡✿ ❆✉t❤♦r✬s ♦✇♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡r✈✐❝❡ ❞❛t❛ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❙■❙❯✲
♠♦❞❡❧

♦♥❧② r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♦♥❡ ♦t❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ r✐s❡ ✐♥ ❝❛♣✐t❛❧

✐♥❝♦♠❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ t♦♣ ❡❛r♥❡rs ✭❘✐✐❤❡❧ä✱ ❙✉❧❧strö♠ ❛♥❞ ❚✉♦♠❛❧❛✱ ✷✵✶✵✮✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢

❙♦✈✐❡t ❯♥✐♦♥ ✇❛s ❛ ❧❛r❣❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦❝❦ t♦ ❋✐♥♥✐s❤ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ✐t ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ ✐t ✭●♦r♦❞♥✐❝❤❡♥❦♦✱ ▼❡♥❞♦③❛ ❛♥❞ ❚❡s❛r✱ ✷✵✶✷✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐♦❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ❋✐♥❧❛♥❞ ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✾✵✬s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥

✶✾✾✸ ♦♥❧② ✹✳✻✪ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r ✶✺ ②❡❛r ♦❧❞ ❤❛❞ ♠❛st❡r✬s ❞❡❣r❡❡ ♦r ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ✐♥ ✷✵✶✹ t❤❡ s❤❛r❡ ✇❛s

✶✵✳✾✪✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♠❛② ❤❛✈❡ ❛❧t❡r❡❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡s ♠❛② ❤❛✈❡

❝❤❛♥❣❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ■ ❛♠ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡

✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❋✐♥❧❛♥❞✳ ▼② ✜rst ❛✐♠ ✐s t♦ st✉❞② ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t

✸



✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✴❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❤♦✇ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❛❧t❡r❡❞ ✐t✳ ❙❡❝♦♥❞ ❛✐♠ ✐s t♦

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ ❞r✐✈❡♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■ ✜♥❞ t❤❛t ♣r✐❝❡✲✱ q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧

❡✛❡❝ts ❛❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❛r♦✉♥❞ ✶✴✸ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ■ ❛❧s♦ ✜♥❞ t❤❛t ♣♦❧✐❝②

❝❤❛♥❣❡s ❤❛❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ r✐s❡ ✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❜✉t s✐♥❝❡ ✷✵✵✺ t❤♦s❡ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧✐s❡❞ t❤❡

✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▼② ✜♥❛❧ ❛✐♠ ✐s t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❤♦✇ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❛❧t❡r❡❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■ ✜♥❞ t❤❛t ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ♠♦st❧② ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ t♦ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❙t✐❧❧✱

♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛✛❡❝t❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲

✈❛r✐❛t❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦✳ ❚❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s

t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣② ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❋✐♥❧❛♥❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡

✜♥❛❧✱ ❢♦✉rt❤✱ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❢♦r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✷ ❯♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦

✷✳✶ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t ✇✐t❤ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❋✐rst✱ ❞❡✜♥✐♥❣ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞✬s s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥

②❡❛r j ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✈❡❝t♦r Xj ❛♥❞ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭❣r♦ss✮ ✐♥❝♦♠❡s ✭✐♥ ②❡❛r j✮ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞

❜② ❛ ✈❡❝t♦r Yj✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛r❣❛✐♥ ❛♥❞ ❈❛❧❧❛♥ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❋✐❣❛r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✱ ■ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛①✲❜❡♥❡✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r②

♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡✳❣✳ t❛① ❜r❛❝❦❡ts✮✳ ❚❛①✲❜❡♥❡✜t s②st❡♠ k ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s fk(X,Y,mk)✱

✇❤❡r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs mk ❛r❡ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❛①✲❜❡♥❡✜t s②st❡♠✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞

❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ②❡❛r k ✇✐t❤ t❤❡ t❛①✲❜❡♥❡✜t s②st❡♠ ❢r♦♠ ②❡❛r j ✐s t❤❡♥

γj(Xk,Yk,mj) = Yk + fj(Xk,Yk,mj)

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ r❡str✐❝t t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ st❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✱ ❜✉t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ✭✐♥❞✐r❡❝t✮ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❛s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❇❛r❣❛✐♥

✭✷✵✶✷❛✱❜✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ A t♦ B ♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞✐s♣♦s❛❜❧❡

✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✐s

∆γ = γB(XA,YA,mB)− γA(XA,YA,mA)

❚❤✐s ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✧♠♦r♥✐♥❣ ❛❢t❡r✧ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞

t♦ ❢♦r♠ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧s ✐♥ ✧✇❤❛t ✐❢✧ ❦✐♥❞ ♦❢ s❡t✉♣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞

❜❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ②❡❛r B ✐❢ ✇❡ ❤❛❞ t❤❡ t❛①✲❜❡♥❡✜t✲s②st❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ②❡❛r A✱

❞❡♥♦t❡❞ ❛s γA
B ✭❚♦ s❤♦rt❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥ γA

A = γA✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ st✉❞✐❡s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦

❛❞❥✉st t❤❡ ♣♦❧✐❝② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣r✐❝❡s ♦r ♠❡❛♥ ✐♥❝♦♠❡s✳ ▲❡t α ❜❡ t❤✐s

✹



❛❞❥✉st✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳✸ ◆♦✇✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❡♥❞ ♣❡r✐♦❞ B ❞❛t❛ ✭❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤ A✮ t❤❡

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐s

∆γ =γB(XB,YB,mB)− γA(XB,YB, αmA)

=γB − γA
B

❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡r✐♦❞ ❞❛t❛ A ✐t ✐s

∆γ =γB(XA,YA, α
−1mB)− γA(XA,YA,mA)

=γB
A − γA

❲❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ♦❢ γ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ②❡❛r ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐✳❡✳ ♣♦♣✲

✉❧❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ s✉♣❡rs❝r✐♣t ♦❢ γ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ②❡❛r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✲♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ t❛①✲❜❡♥❡✜t

❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡♥ ✉s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s t♦ s♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡

I ✐s

∆I =I [γB(XB,YB,mB)]− I [γA(XB,YB, αmA)]

=IB − IAB ✭✶✮

❛♥❞

∆I =I
[
γB(XA,YA, α

−1mB)
]
− I [γA(XA,YA, αmA)]

=IBA − IA ✭✷✮

❆s ❇❛r❣❛✐♥ ❛♥❞ ❈❛❧❧❛♥ ✭✷✵✶✵✮ ♣♦✐♥ts ♦✉t✱ t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦❧✐❝②

❡✛❡❝t ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥❞✉❝t t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❡♥❞

♦r ❜❛s❡ ②❡❛r ❞❛t❛✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❛r❣✉❡✱ t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛❝❝❡ss t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❡♥❞ ❛♥❞ ❜❛s❡ ②❡❛r

❞❛t❛✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❙❤♦rr♦❝❦s✲❙❤❛♣❧❡② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳✹ ❚❤❡

❙❤♦rr♦❝❦s✲❙❤❛♣❧❡② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❥✉st t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts✿

∆P =
1

2

[
IB − IAB

]
+

1

2

[
IBA − IA

]

=
1

2

[
IB − IAB + IBA − IA

]
✭✸✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❤❡♥

t❤❡ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳

✸❍♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❍✐❧❧s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮
✹❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❙❤♦rr♦❝❦s ✭✷✵✶✸✮✳

✺



✷✳✷ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❋✐❡❧❞s ✭✷✵✵✸✮✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✴✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛♥② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❨✉♥ ✭✷✵✵✻✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐✲

❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢✉rt❤❡r t♦ ❞✐st✐♥❝t t❤❡ ♣r✐❝❡✲✱ q✉❛♥t✐t②✲

❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❖▲❙✿

yi =
N∑

c=0

βcXci + εi

✇❤❡r❡ yi = ln(γi) ✐s t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡✱ β✿s ❛r❡ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱

X✿s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡t ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✴✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭Xi ∈ X ∀i✮ ❛♥❞ ε ✐s t❤❡ ❡rr♦r

t❡r♠✳ ❚♦ ❡❛s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ■ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✉❜s❝r✐♣ts ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡♥ t❤❡ ✜tt❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥❡q✉❛❧✲

✐t② ✇❡✐❣❤ts✿

sc =
❝♦✈(βcXc, y)

σ2(y)
, ✭✹✮

❚❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❛♥ ❜❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ s❝❛❧❡❞ ❞♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s ❛♥❞

s♦ t❤❡s❡ s❤❛r❡s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ s❤❛r❡s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❚❤✉s✱ t❤♦s❡ ✇✐❧❧

s✉♠ ✉♣ t♦ ♦♥❡✳

❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s ❥✉st t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❡✐❣❤t

❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✿ Sc = scI✳
✺ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝❤❛♥❣❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② s♦♠❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ c ✐s

∆Sc = scBIB − scAIA

❆♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

∆I =
N∑

c=1

(scBIB − scAIA) ✭✺✮

❲❤❡r❡ s✉❜s❝r✐♣t A ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❛s❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ B ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♥❞ ♣❡r✐♦❞✳

❨✉♥ ✭✷✵✵✻✮ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞♦ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢✉rt❤❡r t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t②✲

✱ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s ❛s t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

♠❡❛s✉r❡✳✻ ❚❤❡♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✿

✺❍❡r❡ I ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡✳
✻❖♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ P✐❣♦✉✲❉❛❧t♦♥

✻



∆σ2

y =
N∑

c=1

(
scBσ

2

yB
− s∗cσ

2

y∗

)
+

N∑

c=1

(
s∗cσ

2

y∗ − scAσ
2

yA

)
+ σ2

εB
− σ2

εA

=∆Q +∆P +∆ε ✭✻✮

✇❤❡r❡ A ❛♥❞ B ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ σ2

y ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s✱ s✉♣❡rs❝r✐♣t ∗

r❡❢❡rs t♦ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥t❛❝t✳ ❋♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

y∗ =
∑

c

βcBXcA + εA ✭✼✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝t✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡s ❛r❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t

❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t❡r♠s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✳✼ Pr✐❝❡ ❡✛❡❝t

✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ✭t❤❡ r✐s❡ ✭❞❡❝r❡❛s❡✮

✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ♠♦r❡ ✭❧❡ss✮ ✐♠♣♦rt❛♥t

❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✐♥❝♦♠❡✮✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝t ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡

✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭t❤❡ r✐s❡ ✭❞❡❝r❡❛s❡✮ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t②

❡✛❡❝t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ✭❧❡ss✮ ✉♥❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞

❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥t❛❝t✿

y∗∗ =
∑

c

βcAXcB + εB ✭✽✮

❲✐t❤ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡✲✱

q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✿

∆σ2

y =
N∑

c=1

(
scBσ

2

yB
− s∗∗c σ2

y∗∗

)
+

N∑

c=1

(
s∗∗c σ2

y∗∗ − scAσ
2

yA

)
+ σ2

εB
− σ2

εA

=∆P +∆Q +∆ε ✭✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ✇❛②s✿ ✶✮ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛✲

t✐♦♥ ✭✻✮✱ ✷✮ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ♦r ✸✮ t❛❦✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦✳ ❚❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

❙❤♦rr♦❝❦s✲❙❤❛♣❧❡② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✉s❡s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦✳ ❆❧s♦✱ t❤❡r❡

✐s ♥♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❛s♦♥ t♦ ♣r❡❢❡r t❤❡ ✜rst ♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r

t❤❡ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✾✮✳✽

❚❤❡ ❋✐❡❧❞s✬ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❧✐❦❡ ❢❛❝t♦r s♦✉r❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❤♦rr♦❝❦s

♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡rs✳
✼❉✉❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❖▲❙✱ sεσ

2

y
= σ

2

ε
✳

✽■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ● ❛r❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝ts ❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✾✮✳

✼



✭✶✾✽✷✮✮ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉r❡✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r c ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✲

✐t②✳✾ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳✶✵

✷✳✸ ❙②♥t❤❡s✐s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❛♠ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ st❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣♦❧✐❝②

❝❤❛♥❣❡ ❤❛s t✇♦ ✇❛②s t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ✐✮ ✐t ♠❛② ❛❧t❡r t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐✳❡✳ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t✮ ❛♥❞✴♦r ✐✐✮ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

✭✐✳❡✳ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✮✳✶✶ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✐s str❛✐❣❤t ❢♦r✇❛r❞

t♦ ❞♦ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❆s

❜❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s t♦ ❛♥❛❧②s❡✿ ✶✮ ✉s✐♥❣ ❡♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❞❛t❛✱ ✷✮ ✉s✐♥❣

✐♥✐t✐❛❧ ♣❡r✐♦❞ ❞❛t❛ ♦r ✸✮ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤✳

❋✐rst✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ✭❉❡✲

♥♦t✐♥❣ ln(γ) = y✳✮ ❚❤❡♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✶✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❞❛t❛✳

∆IPB =
N∑

c=1

[

scBIB − scA
B

IAB

]

+ sεBIB − sεA
B

IAB

=∆P
PB +∆ε

PB✱ ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ s✉❜s❝r✐♣t B ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤✐❝❤ ②❡❛r✬s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②

❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡r✐♦❞ ❞❛t❛ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✿

∆IPA =
N∑

c=1

[

scB
A

IBA − scAIA

]

+ sεB
A

IBA − sεAIA

=∆P
PA +∆ε

PA ✭✶✶✮

❛♥❞ ✇❤❡♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ ❜♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❞❛t❛ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

∆IPAB =
1

2

[
N∑

c=1

[

scBIB − scA
B

IAB + scB
A

IBA − scAIA

]
]

+
1

2

[

sεBIB − sεA
B

IAB + sεB
A

IBA − sεAIA

]

=∆P
PAB +∆ε

PAB ✭✶✷✮

■♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ t❡r♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉♠ ♦♣❡r❛t♦r ✐s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡

❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r c ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡

✾❉❡t❛✐❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳
✶✵Pr♦♦❢ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇
✶✶■♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s❡tt✐♥❣✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣r♦ss ✐♥❝♦♠❡s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱

♥❛♠❡❧② ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t st❛t✉s✳

✽



✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡s ❛r❡ ❦❡♣t ✐♥t❛❝t✳✶✷ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠s ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳

❇❡❢♦r❡ t❤✐s✱ ■ ❤❛✈❡ ♥♦t ♠❛❞❡ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ■t

✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥❞✉❝t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛♥② ✇❡❧❧ ❜❡❤❛✈✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

♠❡❛s✉r❡ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❋✐❡❧❞s✬ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢

✐♥❝♦♠❡s ❛s t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ t❛①✲❜❡♥❡✜t✲s②st❡♠ ✭❡q✉❛t✐♦♥s

✭✶✵✮✱ ✭✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✷✮✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝t✳

❚❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ♦r ✭✾✮ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r✐♦❞s

A ❛♥❞ B ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t♦ ❜❛s❡ ♦r ❡♥❞ ②❡❛r ❞❛t❛✳ ❚❤♦s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡

❝❛✉s❡❞ ❜② ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡✐r

❛✈❡r❛❣❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

∆P = ∆P
P +∆P

O✱ ✭✶✸✮

❲❤❡r❡ ∆P ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t✱ ∆P
P ✐s t❤❡ ♣❛rt ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ∆P

O ✐s t❤❡

♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ❝❛✉s❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs t❤❛♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t❛①✲❜❡♥❡✜t✲s②st❡♠✳ ∆P ❛♥❞ ∆P
P

❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ∆P
O✳ ❚❤❡

s❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝t✿

∆ε = ∆ε
P +∆ε

O✱ ✭✶✹✮

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ∆P
P ❛♥❞ ∆ε

P ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r ❡♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❞❛t❛ ♦r ✉s✐♥❣

❜♦t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❞❛t❛ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞

r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✱ ✭✾✮ ♦r

❜♦t❤✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ✾ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s t♦ ❢♦r♠ ∆P
O ❛♥❞ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

t♦ ❢♦r♠ ∆ε
O✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱ ❤❡r❡ ■ ❛♠ ♦♥❧② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ t♦ st✉❞② ❤♦✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t❛①✲❜❡♥❡✜t s②st❡♠ ❤❛✈❡ ❛✛❡❝t❡❞✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ♦✉r ✐♥t❡r❡st t♦ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❜❡♥❡✜t s✐❞❡ ♦r t❛①❛t✐♦♥

❤❛✈❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛✛❡❝t❡❞✳

✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❋✐♥❧❛♥❞

✸✳✶ ❉❛t❛ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣②

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ tr✐❡♥♥✐❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✾✸ t♦ ✷✵✶✹✳ ❚❤❡ ❞❛t❛

✉s❡❞ ✐s t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❛t❛ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❙t❛t✐st✐❝s ❋✐♥❧❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

✶✷❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r♠❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳

✾



✭♣❛rt❧②✮ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❋✐♥♥✐s❤ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❙■❙❯ ✭❖✣❝✐❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ❋✐♥❧❛♥❞ ✭❖❙❋✮✱

✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ②❡❛r❧② s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✷✺ ✵✵✵ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❛♣♣r♦①✳ ✶✵ ✵✵✵ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞

✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✴❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞

t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡s✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❙■❙❯

♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❋✐♥♥✐s❤ t❛①✲❜❡♥❡✜t s②st❡♠ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❙■❙❯

♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ②❡❛r t❤❡ ✶✾✾✸ ♦♥✇❛r❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❙■❙❯ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛

❜❡❢♦r❡ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✶ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ②❡❛rs

✷✵✶✶ ❛♥❞ ✷✵✶✹✳ ✷✵✶✶ ❞❛t❛ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧s ❢♦r ②❡❛rs ✶✾✾✸✱ ✶✾✾✻✱ ✶✾✾✾✱ ✷✵✵✷✱

✷✵✵✺✱ ✷✵✵✽ ❛♥❞ ✷✵✶✹ ✇❤❡r❡❛s ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❢♦r ②❡❛r ✷✵✶✶ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ✷✵✶✹✳

❉♦✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤✐s ✇❛② ♠❡❛♥s ■ ❝❛♥ ♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜

♣❡r✐♦❞ ❛s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ♦r ✭✷✮✳✶✸ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ■ ❤❛✈❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝②

❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ②❡❛rs✳ ❙♦✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ❡❛r❧✐❡r✱ ❜✉t ❧♦♦❦✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t

②❡❛rs✿ A✱ B ❛♥❞ C✱ ✇❤❡r❡ C ✐s t❤❡ ♦♥❧② ②❡❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ t♦ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝②

❝❤❛♥❣❡s C → B ❛♥❞ C → A ❛r❡✿

∆P1 =IC − IBC

∆P2 =IC − IAC

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ t❤❡♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ B → A

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ②❡❛r C✿

∆P = IBC − IAC

❛♥❞✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜s❡q✉❡♥t

♣❡r✐♦❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✵✽✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠♦♥❡② ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r②

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥♦t str❛✐❣❤t ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ②❡❛rs ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ②❡❛r✳ ❚❤❡r❡

❛r❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❤♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❛❞❥✉st✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✿ ✶✮ t❤❡ ❈♦♥s✉♠❡r

♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ✭❈P■✮✱ ✷✮ t❤❡ ▼❛r❦❡t ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❞❡① ✭▼■■✮ ♦r ✸✮ ♥♦ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤♦s❡ ❛✛❡❝t ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❍✐❧❧s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✳

■ ✉s❡ t❤❡ ❈P■ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✉s✉❛❧❧② ❜❡♥❡✜ts ✐♥ ❋✐♥❧❛♥❞✱ ✐❢ t❤♦s❡ ❛r❡

t✐❡❞✱ ❛r❡ t✐❡❞ t♦ ❈P■✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✉s✐♥❣ ❈P■ ♠❡❛♥s t❤❛t ❡✈❡r② ❢❛♠✐❧② ❝❛♥ ❛✛♦r❞ t♦ ❜✉② t❤❡ s❛♠❡

❜❛s❦❡t ♦❢ ❣♦♦❞s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❙♦✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s r❡✢❡❝ts ❜❡tt❡r t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇✐t❤ ❛♥② ✐♥❞❡①✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ❈P■✳ ❋✐rst✱ ♥♦t ❡✈❡r② ❜❡♥❡✜t ✐s t✐❡❞ t♦ ✐♥❞❡①✳ ▼❡❛♥✐♥❣ t❤❛t✱ ❛❞❥✉st❡❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❡♥❡✜ts

♠❛② ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡② r❡❛❧❧② s❤♦✉❧❞ ❜❡✳ ❙❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡s✳ ■❢

✐♥❝♦♠❡s ❣r♦✇ t❤❡ ❤✐❣❤❡r r❛t❡ t❤❛♥ t❤❛♥ t❤❡ ❈P■✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦♥ ❜❡♥❡✜ts ❧♦s❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛r❡❞

✶✸❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ②❡❛r ✶✾✾✸ t♦ ✶✾✾✻ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ t❤❛t ✇❛② s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ❞❛t❛
②❡❛r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐s ✷✵✶✶✳

✶✵



✇✐t❤ ❢❛♠✐❧✐❡s ✇✐t❤ ❡❛r♥✐♥❣s✳ ■♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡s ❣r♦✇ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s

♦❢ ❜❡♥❡✜ts✳ ❆❧s♦✱ ❢❛♠✐❧✐❡s ✇✐t❤ ❡❛r♥✐♥❣s ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✐♥ r❡❛❧ t❡r♠s s✐♥❝❡ t❛①✲❜r❛❝❦❡ts ❞♦ ♥♦t

❣r♦✇ ❛s ❢❛st ❛s ✐♥❝♦♠❡s✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❢♦r ❜♦t❤ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ②❡❛rs ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛s❡t ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❛❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❡❧❞s✬ ❛♥❞ ❨✉♥✬s ♠❡t❤♦❞s✳ ■ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❇r❡✇❡r ❛♥❞ ❲r❡♥✲▲❡✇✐s ✭✷✵✶✻✮✱

❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡

✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ s❤❛r❡s ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ❜❛❝❦ t♦❣❡t❤❡r t♦ ❢♦r♠ t❤❡

t♦t❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞♦✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡

♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ s❝❛❧❡❞ ❜②

t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❖❊❈❉ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧

❜② ✉s✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ✇❡✐❣❤ts ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❖♥❧②

❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❤❡❛❞s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜✉t t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❤❡❛❞ ✐s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t

❛♥② s♣♦✉s❡s✳

❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥❡✇

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ■ ♦♥❧② ✉s❡

✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❡✈❡r② ②❡❛r❧② s❛♠♣❧❡✶✹ ❛♥❞ ■ tr② t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥

❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ②❡❛r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡❝♦❞❡❞✳✶✺ ❚❤❡ ♠♦st ❝r✉❝✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛♣♣❡♥❡❞ ✐♥ ✶✾✾✼ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❇❡❢♦r❡ ✶✾✾✼✱

s❡❝♦♥❞❛r② s❝❤♦♦❧✐♥❣ ✇❛s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❧♦✇❡r✲ ❛♥❞ ✉♣♣❡r s❡❝♦♥❞❛r② s❝❤♦♦❧✐♥❣✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✾✼ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐♥ s❡❝♦♥❞❛r② s❝❤♦♦❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡

s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r s❡❝♦♥❞❛r② t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st✲ ♦r ❧♦✇❡r t❡rt✐❛r②

❧❡✈❡❧s✳ ❊♥❣✐♥❡❡rs ✇❡r❡ ♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r s❡❝♦♥❞❛r② s❝❤♦♦❧ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r t❡rt✐❛r② ❧❡✈❡❧

❛♥❞ ♥✉rs❡s ✇❡r❡ ♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ✉♣♣❡r s❡❝♦♥❞❛r② s❝❤♦♦❧ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st t❡rt✐❛r② ❧❡✈❡❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳

■t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❧✐❛❜❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❡rs♦♥✬s ✜❡❧❞ ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ✶✾✾✼ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r s❡❝♦♥❞❛r② s❝❤♦♦❧✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦✇❡st✴❧♦✇❡r t❡rt✐❛r② ❧❡✈❡❧ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ❡♥t✐r❡❧②

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✶✾✾✼✳

✸✳✷ ❘❡s✉❧ts

❚♦ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ✐♥❞❡①❡❞

❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣s ❛♥❞ t❤❡ ●✐♥✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞

❞❛t❛✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧

❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ❤❛✈❡ ❤❛❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥

t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ●✐♥✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●✐♥✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐✛❡r ✐♥ ❧❡✈❡❧s✱ ❜✉t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ tr❡♥❞s ❛r❡

s✐♠✐❧❛r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❞✐st♦rt

✶✹❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡
❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✳

✶✺❋✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✳

✶✶



t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙❝❛❧❡❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❛t❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ ❋✐♥❧❛♥❞
◆♦t❡✿ ▼❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ②❡❛r ✷✵✶✶✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ②❡❛r ✷✵✶✶
✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ②❡❛r ✷✵✶✹✳ ❆❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛s❡ ②❡❛r
✈❛❧✉❡s✱ s♦ ✐♥ ②❡❛r ✶✾✾✸ ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r❡ ❣❡ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✳
❙♦✉r❝❡✿ ❆✉t❤♦r✬s ♦✇♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡r✈✐❝❡ ❞❛t❛ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❙■❙❯✲
♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛s❡ts ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠✐♥❣s

♦❢ t❤❡ r❛♣✐❞ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ❡❛r❧✐❡r✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t② r♦s❡ r❛♣✐❞❧② ✐♥ ❋✐♥❧❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✶✾✾✵✬s

❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❛t t✐♠❡✳

❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ②❡❛r

✷✵✵✷✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s✱ t❤❛t ❜❡❢♦r❡ ✷✵✵✷ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t♦rs

♦t❤❡r t❤❛♥ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆❢t❡r ✷✵✵✷ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤✐s ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s

❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞r✐✈❡r ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

◆♦✇ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② s✐① ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭❛❣❡✱ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❜②

❜♦t❤ ❣❡♥❞❡rs✮ ❛♥❞ t✇♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡✮✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐✲

t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❤❡❛❞s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛♥②

♣❛rt♥❡r ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❤❡❛❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ s✉❜❣r♦✉♣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❡❛❝❤

❣r♦✉♣ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❣r♦✉♣✳✶✻

❚❛❜❧❡ ✶✶✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❤❛r❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ t❤❡

❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✭❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❛❜❧❡ ✶ t❤❡ ❧❛r❣❡st

✶✻❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✳
✶✼❚❤❡ s❤❛r❡s ❛♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ②❡❛r ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳

✶✷



s❤❛r❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❞❛t❛s❡ts ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥

t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❤❛s

s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ s♦ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ■♥ ✶✾✾✸

♦♥❧② ✹✵✳✵✪ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✹ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✺✵✳✷✪✳ ❲✐t❤

t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ❛r❡ ✹✺✳✷✪ ❛♥❞ ✹✽✳✶✪✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙❤❛r❡s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✪✮

❆❝t✉❛❧ ❞❛t❛
❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥

❨❡❛rs ❘❡s✐❞✉❛❧ ❘❡❣✐♦♥ t②♣❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡
✶✾✾✸ ✻✵✳✵ ✸✳✶ ✹✳✺ ✺✳✻ ✸✳✼ ✺✳✷ ✻✳✾ ✻✳✷ ✹✳✽
✷✵✵✷ ✺✺✳✷ ✶✳✾ ✸✳✽ ✻✳✻ ✸✳✼ ✽✳✶ ✼✳✶ ✽✳✸ ✺✳✷
✷✵✶✹ ✹✾✳✽ ✷✳✶ ✷✳✷ ✾✳✵ ✸✳✼ ✾✳✸ ✻✳✾ ✽✳✼ ✽✳✸

❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛
❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥

❨❡❛rs ❘❡s✐❞✉❛❧ ❘❡❣✐♦♥ t②♣❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡
✶✾✾✸ ✺✹✳✽ ✶✳✾ ✸✳✶ ✼✳✺ ✷✳✹ ✼✳✻ ✼✳✻ ✼✳✾ ✼✳✶
✷✵✵✷ ✺✶✳✸ ✶✳✾ ✸✳✶ ✼✳✺ ✷✳✹ ✽✳✾ ✽✳✾ ✽✳✹ ✼✳✻
✷✵✶✹ ✺✶✳✾ ✷✳✵ ✸✳✶ ✼✳✺ ✷✳✻ ✽✳✺ ✽✳✵ ✾✳✵ ✼✳✹

◆♦t❡✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ②❡❛rs ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✶✳ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ●✳

❋♦r ❜♦t❤ ❞❛t❛s❡ts ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s✱ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❡ ♦❢ ♠❛❧❡s ❡①♣❧❛✐♥ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❤❡r❡❛s r❡❣✐♦♥✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡ ❛♥❞ ❛❣❡ ♦❢ ❢❡♠❛❧❡s ❞♦ ♥♦t✳

❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❛r❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❤♦✇ t❤♦s❡ ❤❛✈❡

❡✈♦❧✈❡❞✳ ❆❝t✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡✱ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ ❛❣❡ ♦❢ ♠❛❧❡s

❛♥❞ ♠❛❧❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❲❤❡r❡❛s✱ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✱

♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐ts✬ r♦❧❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛♠♦♥❣

♠❛❧❡s✱ ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❆❧s♦✱ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s

❤❛✈❡ s♦♠❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ✐ts✬ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❛ ❧✐tt❧❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡

❢❡♠❛❧❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ✇❛s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r t❤❛♥ ♠❛❧❡s✬ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡

✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❜✉t ♥♦ ♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ ✷✵✵✵s✳

❚❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ✐s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❜♦t❤ ❣❡♥❞❡rs t❤❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ❜✉t t❤♦s❡ ❤❛✈❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳

❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❧❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✷✵✵✷ ❛♥❞

s✐♥❝❡ t❤❛t ♥❡❛r❧② ♥♦ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❋♦r ❢❡♠❛❧❡s✬✱ ✐t ✐s t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✳

❆❣❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❢❛❝t♦r t❤❛t ❜❡❤❛✈❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♥❞❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛❧❡s✬

❛❣❡ ♠❛❦❡s ❛ ❝❧❡❛r ✭❜♦t❤ r❡❧❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✐t ❤❛s

❜❡❝♦♠❡ ❛ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r s✐♥❝❡ ✶✾✾✸✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❢❡♠❛❧❡s✬ ❛❣❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② s♠❛❧❧❡r

❛♥❞ ✐ts✬ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❤❛✈❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ❢❛✐r❧② ❝♦♥st❛♥t s✐♥❝❡ ✶✾✾✸✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ tr❛❝❡❞

t♦ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛❣❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❣❡♥❞❡rs ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞

②❡❛rs✳

✶✸



❍♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❧❡ss ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✷✵✶✹ t❤❛♥ ✐♥ ✶✾✾✸✳ ❖♥❧② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ✷✵✵✽ ❝r✐s✐s ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣❡❛❦❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥ ❤✐t ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ ♥♦t ❡✈❡♥ ✐♥

✷✵✵✽ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ✶✾✾✸✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧② ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛

t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡ ❤❛s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ s✐♥❝❡ ✶✾✾✸✳ ❚❤✐s ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t②

♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ✐♥ ❋✐♥❧❛♥❞ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❛t s♦♠❡ ❧❡✈❡❧ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡✳✶✽ ❖♥❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r

t❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ r❡❧❛t❡❞ ❜❡♥❡✜ts ❛r❡ s♠❛❧❧ ❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤♦s❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② s♠❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

◆❡①t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛r❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡✲✱ q✉❛♥t✐t②

❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✾✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛❧♦♥❣ t❤❡

s✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✾ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts

❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

✭✶✸✮ ❛♥❞ ✭✶✹✮✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

✸✻✳✻✪ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝ts✱ ✸✶✳✾✪ t♦ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝ts

❛♥❞ ✸✶✳✺✪ t♦ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝t✳ P♦❧✐❝② ❡✛❡❝ts ❡①♣❧❛✐♥ ✹✻✳✾✪ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱

❜✉t ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts✳

❇❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞✱ s♦♠❡ ❝❛✉t✐♦♥❛r② ♥♦t❡s ❛r❡ ✐♥ ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t

❛r❡ ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t r♦❜✉st ❢♦r✱ ❛t ❧❡❛st✱ t❤r❡❡ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ❛s ❇❛r❣❛✐♥ ❛♥❞

❈❛❧❧❛♥ ✭✷✵✶✵✮ ♠❡♥t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ t✐♠❡ s♣❛♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥ ②❡❛r t❤❡ ♠♦r❡

✐♥❛❝❝✉r❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡✳ ❚❤✐s ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❛t❛ t♦ s♠❛❧❧❡r

t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ②❡❛r✳ ❆❧s♦✱ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❞❛t❛ ✇✐❧❧

r❡❞✉❝❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝②✱ ❜✉t✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♥❡✐t❤❡r ♦♥❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧ ✐♥ ❤❛♥❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦♥❣

t✐♠❡ s♣❛♥✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✿ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ②❡❛r✳ ❚❤✐r❞✱ P✐❣♦✉✲❉❛❧t♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞

t♦ ❤♦❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s✳ ❯s✐♥❣ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t ❞❛t❛ ❝❛♥♥♦t s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠

❛♥❞ ✐t ✐s ❛♥ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡✳ ▲✉❝❦✐❧②✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❢❛✐r❧② s✐♠✐❧❛r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●✐♥✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✷ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ❋ ❛♥❞ ●✮ ❛♥❞ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧② t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ♣r✐❝❡✲✱ q✉❛♥t✐t②✲✱ r❡s✐❞✉❛❧✲ ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ ♥♦t ❡✈♦❧✈❡❞ st❡❛❞✐❧② ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞

s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ t✉r♥❡❞ t❤❡✐r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝t ❛❝❝♦✉♥ts t❤❡ ❧❛r❣❡st

s❤❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✵✷✱ ❜✉t ❛❢t❡r t❤❛t ✐t ❤❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞

✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡ s♣❛♥✱

❜✉t t❤❡✐r ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ s♠❛❧❧❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥

s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧❡r s✐♥❝❡ ✷✵✵✷ t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❛t✳ P♦❧✐❝② ❡✛❡❝t✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

✶✽❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡s ♦❢ ②♦✉r s♣♦✉s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐❢ ②♦✉ ❛r❡ ❡❧✐❣✐❜❧❡ t♦ r❡❝❡✐✈❡ s♦♠❡ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞
❤♦✇ ♠✉❝❤ ②♦✉ ❛r❡ ❡❧✐❣✐❜❧❡ t♦ ❣❡t✳ ❆❧s♦✱ s♦♠❡ ❜❡♥❡✜ts ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② t❛r❣❡t❡❞ t♦ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❤✐❧❞ ❛❧❧♦✇❛♥❝❡✳

✶✾❖♥❡ t❤✐♥❣ t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ ✐s t❤❛t✱ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥♦t t✐♠❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ②❡❛r❧② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋ ✇✐❧❧ ♥♦t
s✉♠ ✉♣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳

✶✹



❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ♣r✐❝❡✲✱ q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts ✭✶✵✵✵① ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s✮

❨❡❛rs ❚♦t❛❧ Pr✐❝❡ ◗✉❛♥t✐t② ❘❡s✐❞✉❛❧ P♦❧✐❝② ❘❡❣✐♦♥ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥

❈❤❛♥❣❡ ❊✛❡❝t ❊✛❡❝t ❊✛❡❝t ❊✛❡❝t ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡

P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗

✶✾✾✸ ✲ ✷✵✵✷ ✺✾✳✽ ✶✾✳✸ ✶✹✳✺ ✷✻ ✶✸✳✺ ✲✵✳✼ ✵✳✶ ✶✳✶ ✵✳✶ ✷✳✼ ✷✳✽ ✵✳✻ ✶✳✼ ✶✵✳✷ ✲✶✳✷ ✷✳✸ ✷✳✸ ✸✳✼ ✹✳✺ ✲✵✳✺ ✹✳✶

✷✵✵✷ ✲ ✷✵✶✹ ✷✶✳✽ ✶✵✳✶ ✶✷ ✲✵✳✸ ✷✹✳✼ ✵✳✾ ✲✵✳✷ ✲✷✳✹ ✲✵✳✷ ✺✳✶ ✶✳✼ ✲✵✳✼ ✶✳✺ ✸✳✹ ✶✳✷ ✶✳✻ ✲✵✳✻ ✲✶✳✺ ✹✳✶ ✸✳✾ ✹✳✺

✶✾✾✸ ✲ ✷✵✶✹ ✽✶✳✻ ✷✾✳✾ ✷✻ ✷✺✳✼ ✸✽✳✸ ✵ ✵✳✶ ✲✶ ✲✵✳✹ ✼✳✼ ✹✳✻ ✵ ✸✳✶ ✶✸✳✺ ✵✳✶ ✸✳✼ ✶✳✾ ✸✳✷ ✼✳✺ ✷✳✽ ✾✳✷

◆♦t❡✿ ◆❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❆♥♥✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①
❋✳

❙♦✉r❝❡✿ ❆✉t❤♦r✬s ♦✇♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❛t❛ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✸✿ Pr✐❝❡ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ t♦ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts ✭✶✵✵✵① ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s✮

❨❡❛rs Pr✐❝❡ ❡✛❡❝t ❘❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝t ❘❡❣✐♦♥ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥

❚♦t❛❧ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡

∆P
O ∆P

P ∆ε
O ∆ε

P ∆P
O ∆P

P ∆P
O ∆P

P ∆P
O ∆P

P ∆P
O ∆P

P ∆P
O ∆P

P ∆P
O ∆P

P ∆P
O ∆P

P ∆P
O ∆P

P

✶✾✾✸ ✲ ✷✵✵✷ ✻✳✷ ✶✸✳✶ ✷✺✳✻ ✵✳✹ ✲✵✳✾ ✵✳✶ ✵✳✻ ✵✳✺ ✶✳✼ ✶ ✵✳✶ ✵✳✺ ✻✳✼ ✸✳✺ ✲✶✳✸ ✸✳✻ ✶✳✼ ✷ ✲✷✳✹ ✶✳✾

✷✵✵✷ ✲ ✷✵✶✹ ✸✳✼ ✻✳✹ ✲✶✽✳✻ ✶✽✳✸ ✵✳✺ ✵✳✹ ✲✸✳✼ ✶✳✸ ✸✳✹ ✶✳✽ ✲✷✳✶ ✶✳✹ ✸✳✶ ✵✳✸ ✷✳✼ ✲✶✳✶ ✲✸✳✺ ✷ ✸✳✺ ✵✳✹

✶✾✾✸ ✲ ✷✵✶✹ ✶✵✳✹ ✶✾✳✻ ✼ ✶✽✳✼ ✲✵✳✻ ✵✳✻ ✲✷✳✽ ✶✳✽ ✺ ✷✳✽ ✲✶✳✾ ✶✳✾ ✾✳✽ ✸✳✼ ✶✳✷ ✷✳✺ ✲✵✳✾ ✹ ✵✳✺ ✷✳✸

◆♦t❡✿ ◆❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❆♥♥✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①
❋✳ ❈❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✷✵✶✶ t♦ ✷✵✶✹ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦✳

❙♦✉r❝❡✿ ❆✉t❤♦r✬s ♦✇♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❛t❛ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❙■❙❯✲♠♦❞❡❧✳

✶✺



✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢✳ ❙✐♥❝❡ ✷✵✵✷✱ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t

❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t♦t❛❧ r✐s❡ ✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r ✷✴✸ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t

✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✵✺ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ②❡❛r t♦ t❤❡ ✜rst ♦r s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ✇✐❧❧

❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❙✐♥❝❡ ✷✵✵✺ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ ❤❛❞ ❛♥ ❡q✉❛❧✐s✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ●✐♥✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳✷✵

❲❤❡♥✱ ❧♦♦❦✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ❤♦✇ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥t❡r❡st✐♥❣

❛s♣❡❝ts ❝♦♠❡ ✉♣✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❢r♦♠ ✶✾✾✸ t♦ ✷✵✵✷ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ✇❡r❡ s♦❧❡❧② ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡rs ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✐♥❝♦♠❡✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❛t ♣❡r✐♦❞ ❛r♦✉♥❞ ✷✴✸ ♦❢

t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ✇❛s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t✉r♥❡❞

✉♣s✐❞❡ ❞♦✇♥✳ ❙t✐❧❧✱ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❛❜♦✉t ✷✴✸ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t✱ ❜✉t t❤❡ ♠❛❥♦r✐t②

❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝t ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❝❛♥❝❡❧s ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦✉t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥❡❛r❧② ③❡r♦ s✐♥❝❡ ✷✵✵✷✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s✐♥❝❡ ✷✵✵✷ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s

❤❛✈❡ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦st❧② ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳

❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ♦❢ ♠❡♥ ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡

♠♦st t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❋r♦♠ ✶✾✾✸ t♦ ✷✵✵✷ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❛r♦✉♥❞ ✶✾✳✼✪ ♦❢ t❤❡

t♦t❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❢r♦♠ ✷✵✵✷ t♦ ✷✵✶✹ ✐t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❛❜♦✉t ✺✵✳✺✪✳ ❋♦r ❡♠♣❧♦②♠❡♥t

st❛t✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ✷✷✳✼✪ ❛♥❞ ✷✺✳✼✪✳ ❚❤❡ ♠♦st str✐❦✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥

q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ♦❢ ♠❡♥ ❛r❡

s♦❧❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ✐t s✐♥❣❧❡ ❤❛♥❞s ❛❝❝♦✉♥ts ✹✺✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t✳ ❲❤❡r❡❛s

t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t

t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❤❛s

❛❧s♦ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣

♠♦r❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳✷✶ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ✐s t❤❛t s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡

❡✛❡❝t ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ✈❛r②✳ ❖♥❧② ✶✴✹ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s

♦❢ ♠❡♥ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❲❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ♦❢

✇♦♠❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ✐s ❛❧♠♦st s♦❧❡❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳

❍❡r❡ ❛❧s♦✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛❣❡ ❤❛s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ❛❣❡ ♦❢

♠❛❧❡s ❤❛s ❝❧❡❛r❧② ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢✱ ✐t ❛❝❝♦✉♥ts ✾✳✷✪ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ t❤❡ s❤❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✸✶✳✷✪✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❛❣❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❣❡♥❞❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② ❢♦r ♠❛❧❡s ❛❣❡ ❤❛s

❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt ♦❢ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦

♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ✐s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❞❡rs✱ ❜✉t ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ❤❛✈❡ ❞r✐✈❡♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s

t♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ♠❛❧❡s ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛❣❡ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡✱

❜✉t ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s ✐t ❤❛s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ❋✐♥❧❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s

❤❛✈❡ ❡❞✉❝❛t❡❞ t❤❡♠s❡❧✈❡s ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t✐♠❡ t❤❛♥ ♠❛❧❡s ❛♥❞ t❤❛t ♠❡♥ r❡❝❡✐✈❡

♠♦r❡ s❡❧❢✲❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② t❡♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦✈❡r ❛❣❡✳

❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡ ❛r❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❜✉t ♥♦t st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

✷✵❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ●✐♥✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ●✳
✷✶❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✶✾✾✼ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

✶✾✾✸ t♦ ✷✵✵✷✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝t ♠✐❣❤t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐t ✐♥ r❡❛❧✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡✳

✶✻



■t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❤❛s ❡q✉❛❧✐s❡❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ❞✉❡ t♦ ♣♦❧✐❝②

❝❤❛♥❣❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r

✐♥ ✐♥❝♦♠❡✳ ❍❡r❡ ❛❧s♦✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❧❛st

✈❛r✐❛❜❧❡ ✉s❡❞ ✇❛s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ♥❡❛r❧② ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲

❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■t ❛❧❧♦✇s ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❤♦✇ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s♦❝✐♦❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡rs ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢

✐♥❝♦♠❡s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r t♦ ✐s♦❧❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧

❡✛❡❝t ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt ✐s ♥♦t✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

st✉❞② ❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❤❛✈❡ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❋✐♥❧❛♥❞ s✐♥❝❡ ✶✾✾✸✳

❋✐rst ❛✐♠ ✇❛s t♦ q✉❛♥t✐❢② ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✱ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t✱ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝t ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧

❡✛❡❝t ❤❛✈❡ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❛ st❛t✐❝ s❡tt✐♥❣✳ ❙❡❝♦♥❞ ❛✐♠ ✇❛s

t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❛❧t❡r❡❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✴❤♦✉s❡❤♦❧❞

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❚❤❡ ♣r✐❝❡✲✱ q✉❛♥t✐t②✲ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝t ❛❧❧ ❛❝❝♦✉♥t ❛r♦✉♥❞ ✶✴✸ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢r♦♠ ✶✾✾✸ t♦ ✷✵✶✹✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s♦❝✐♦❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

❡①♣❧❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r✐s❡ ✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ✇❡r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤

t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❍♦♥❦❛♥❡♥ ❛♥❞ ❚❡r✈♦❧❛ ✭✷✵✶✹✮✳ P♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧❛r❣❡st s❤❛r❡

✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❋✐♥❧❛♥❞ ✭❛❜♦✉t ✹✼✪ s✐♥❝❡ ✶✾✾✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡s✉❧t

✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡

s♣❛♥✳ ❙✐♥❝❡ ✷✵✵✺ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧✐s❡❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆❜♦✉t ❤❛❧❢ ♦❢ ♣♦❧✐❝②

❡✛❡❝t ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr❛❝❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❤❛❧❢ ✇❛s ❛✛❡❝t✐♥❣

t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ t❡r♠✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣ ✇❛s t❤❛t t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✭❛❜♦✉t

✷✴✸✮ ✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬

✐♥❝♦♠❡ ✇❡r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝t✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞✳

■ ❛❧s♦ ✜♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r ✇❛s t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ♦❢ ♠❡♥

❛♥❞ ✐t ✇❛s s♦❧❡❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝t✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❡✈❡❧ ♦❢

❡❞✉❝❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

❚❤✐s ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇✱ ❛t ❧❡❛st ②❡t✱ st✉❞②✐♥❣ ❤♦✇ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❛✛❡❝t❡❞

t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❤❛❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝ts t❤❛t ♠❛②

❤❛✈❡ ❛❧t❡r❡❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡s❡

❡✛❡❝ts✳ ❋♦r ♥♦✇ t❤✐s ✐s ❧❡❢t ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

✶✼



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆t❦✐♥s♦♥✱ ❆✳ ❇✳ ✫ ❇♦✉r❣✉✐❣♥♦♥✱ ❋✳ ✭✷✵✶✺✮ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ■♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦✲
❞❛②✳ ■♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ■♥❝♦♠❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡❞s✳ ❆✳ ❇✳ ❆t❦✐♥s♦♥ ✫ ❋✳ ❇♦✉r✲
❣✉✐❣♥♦♥✱ ✈♦❧✳ ✷ ♦❢ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ■♥❝♦♠❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ①✈✐✐ ✕ ❧①✐✈✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ❯❘▲
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴❇✾✼✽✵✹✹✹✺✾✹✷✽✵✵✾✾✽✾✻✳

❇❛r❣❛✐♥✱ ❖✳ ✭✷✵✶✷❛✮ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ✉s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚❛① ❛♥❞ P✉❜❧✐❝ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✶✾ ✭✺✮✱ ✼✵✽✕✼✸✶✳

❇❛r❣❛✐♥✱ ❖✳ ✭✷✵✶✷❜✮ ❚❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❚❛①✲❜❡♥❡✜t P♦❧✐❝✐❡s ✉♥❞❡r ◆❡✇ ▲❛❜♦✉r✿ ❆
❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤✳ ❖①❢♦r❞ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✼✹ ✭✻✮✱ ✽✺✻✕✽✼✹✳

❇❛r❣❛✐♥✱ ❖✳ ✫ ❈❛❧❧❛♥✱ ❚✳ ✭✷✵✶✵✮ ❆♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❛①✲❜❡♥❡✜t r❡❢♦r♠s ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥✿ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✈♦❧✳ ✽ ✭✶✮✱ ✶✕✷✶✳

❇r❡✇❡r✱ ▼✳ ✫ ❲r❡♥✲▲❡✇✐s✱ ▲✳ ✭✷✵✶✻✮ ❆❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿ ❉❡❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❛♥❛❧②s❡s ❢♦r t❤❡ ✉❦✱ ✶✾✼✽✕✷✵✵✽✳ ❖①❢♦r❞ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✼✽ ✭✸✮✱
✷✽✾✕✸✷✷✱ ❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✶✶✴♦❜❡s✳✶✷✶✶✸✳

❋✐❡❧❞s✱ ●✳ ❙✳ ✭✷✵✵✸✮ ❲♦r❦❡r ❲❡❧❧✲❇❡✐♥❣ ❛♥❞ P✉❜❧✐❝ P♦❧✐❝② ✭❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ▲❛❜♦r ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✲
✉♠❡ ✷✷✮✱ ❝❤❛♣✳ ❆❈❈❖❯◆❚■◆● ❋❖❘ ■◆❈❖▼❊ ■◆❊◗❯❆▲■❚❨ ❆◆❉ ■❚❙ ❈❍❆◆●❊✿ ❆ ◆❊❲
▼❊❚❍❖❉✱ ❲■❚❍ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❚❍❊ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆ ❖❋ ❊❆❘◆■◆●❙ ■◆ ❚❍❊
❯◆■❚❊❉ ❙❚❆❚❊❙✱ ✶✕✸✽✳ ❊♠❡r❛❧❞ ●r♦✉♣ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ▲✐♠✐t❡❞✳

❋✐❣❛r✐✱ ❋✳✱ P❛✉❧✉s✱ ❆✳ ✫ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞✱ ❍✳ ✭✷✵✶✺✮ ❈❤❛♣t❡r ✷✹ ✲ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧✲
✐❝② ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ■♥❝♦♠❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡❞s✳ ❆✳ ❇✳ ❆t❦✐♥s♦♥ ✫ ❋✳ ❇♦✉r✲
❣✉✐❣♥♦♥✱ ✈♦❧✳ ✷ ♦❢ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ■♥❝♦♠❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✷✶✹✶ ✕ ✷✷✷✶✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ❯❘▲
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴❇✾✼✽✵✹✹✹✺✾✹✷✾✼✵✵✵✷✺❳✳

❋♦rt✐♥✱ ◆✳✱ ▲❡♠✐❡✉①✱ ❚✳ ✫ ❋✐r♣♦✱ ❙✳ ✭✷✵✶✶✮ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✳ ■♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦
♦❢ ▲❛❜♦r ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❡❞s✳ ❖✳ ❆s❤❡♥❢❡❧t❡r ✫ ❉✳ ❈❛r❞✱ ✈♦❧✳ ✹❆✱ ❝❤❛♣✳ ✵✶✱ ✶✕✶✵✷✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✶
❡❞♥✳✱ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴❊❝♦♥P❛♣❡rs✳r❡♣❡❝✳♦r❣✴❘❡P❊❝✿❡❡❡✿❧❛❜❝❤♣✿✹✲✵✶✳

●♦r♦❞♥✐❝❤❡♥❦♦✱ ❨✳✱ ▼❡♥❞♦③❛✱ ❊✳ ●✳ ✫ ❚❡s❛r✱ ▲✳ ▲✳ ✭✷✵✶✷✮ ❚❤❡ ✜♥♥✐s❤ ❣r❡❛t ❞❡♣r❡ss✐♦♥✿ ❋r♦♠
r✉ss✐❛ ✇✐t❤ ❧♦✈❡✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✈♦❧✳ ✶✵✷ ✭✹✮✱ ✶✻✶✾✕✹✹✳

❍❡r❛✉❧t✱ ◆✳ ✫ ❆③♣✐t❛rt❡✱ ❋✳ ✭✷✵✶✻✮ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ✐♥❝♦♠❡✿ ❆ ✉♥✐❢②✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ■♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❲❡❛❧t❤✱ ✈♦❧✳ ✻✷ ✭✷✮✱
✷✻✻✕✷✽✷✱ ❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✶✶✴r♦✐✇✳✶✷✶✻✵✳

❍✐❧❧s✱ ❏✳✱ P❛✉❧✉s✱ ❆✳✱ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞✱ ❍✳ ✫ ❚❛ss❡✈❛✱ ■✳ ✭✷✵✶✹✮ ❆ ❧♦st ❞❡❝❛❞❡❄ ❉❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ✷✵✵✶✲✶✶ t❛①✲❜❡♥❡✜t ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❊❯ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♠P❘♦✈❊
❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs ✶✹✴✵✸✱ ❍❡r♠❛♥ ❉❡❧❡❡❝❦ ❈❡♥tr❡ ❢♦r ❙♦❝✐❛❧ P♦❧✐❝②✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❆♥t✇❡r♣✳

❍♦♥❦❛♥❡♥✱ P✳ ✫ ❚❡r✈♦❧❛✱ ❏✳ ✭✷✵✶✹✮ ❱❡r♦✲ ❥❛ t✉❧♦♥s✐✐rt♦❥rä❥❡st❡❧♠ä♥ ✈❛✐❦✉t✉s t✉❧♦♥❥❛❦♦♦♥
s✉♦♠❡ss❛ ✶✾✾✺✲✷✵✶✸✳ ❨❤t❡✐s❦✉♥t❛♣♦❧✐t✐✐❦❦❛✱ ✈♦❧✳ ✼✾✱ ✸✵✻✕✸✶✼✱ ✐♥ ❋✐♥♥✐s❤✳

❖❊❈❉ ✭✷✵✶✶✮ ●r♦✇✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ♦❡❝❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✿ ❲❤❛t ❞r✐✈❡s ✐t ❛♥❞ ❤♦✇ ❝❛♥ ♣♦❧✐❝②
t❛❝❦❧❡❄

❖✣❝✐❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ❋✐♥❧❛♥❞ ✭❖❙❋✮ ✭✷✵✶✹✮ ❙■❙❯✲♠❛❧❧✐ ✲ ❑ä②ttö♦♣❛s t✉❧♦♥s✐✐rt♦❥❡♥ ❥❛ ✈❡r♦t✉❦s❡♥
♠✐❦r♦s✐♠✉❧♦✐♥t✐✐♥✳ ❖✣❝✐❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ❋✐♥❧❛♥❞ ✭❖❙❋✮✱ ✐♥ ❋✐♥♥✐s❤✳

❘✐✐❤❡❧ä✱ ▼✳✱ ❙✉❧❧strö♠✱ ❘✳ ✫ ❚✉♦♠❛❧❛✱ ▼✳ ✭✷✵✶✵✮ ❚r❡♥❞s ✐♥ t♦♣ ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡s ✐♥ ✜♥❧❛♥❞ ✶✾✻✻✕
✷✵✵✼✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rts ✶✺✼✱ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤ ❋✐♥❧❛♥❞ ✭❱❆❚❚✮✳

❙❤♦rr♦❝❦s✱ ❆✳ ✭✷✵✶✸✮ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✿ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❧❡② ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✈♦❧✳ ✶✶ ✭✶✮✱ ✾✾✕✶✷✻✳

❙❤♦rr♦❝❦s✱ ❆✳ ❋✳ ✭✶✾✽✷✮ ■♥❡q✉❛❧✐t② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ❢❛❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱
✈♦❧✳ ✺✵ ✭✶✮✱ ♣♣✳ ✶✾✸✕✷✶✶✳

✶✽



❨✉♥✱ ▼✳✲❙✳ ✭✷✵✵✻✮ ❊❛r♥✐♥❣s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✉s❛✱ ✶✾✻✾✕✾✾✿ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✉s✲
✐♥❣ ❡❛r♥✐♥❣s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ■♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❲❡❛❧t❤✱ ✈♦❧✳ ✺✷ ✭✶✮✱ ✶✷✼✕✶✹✹✱ ❯❘▲
❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✶✶✴❥✳✶✹✼✺✲✹✾✾✶✳✷✵✵✻✳✵✵✶✼✾✳①✳

❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

❆ P✉r❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts

❙❤♦rr♦❝❦s ✭✶✾✽✷✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ s♦✉r❝❡ k ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ t♦ t✇♦

♣❛rts✿ ❆✮ t❤❡ ♣✉r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ s♦✉r❝❡ k ♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❇✮ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t ♦❢

✐♥❝♦♠❡ s♦✉r❝❡ k ♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❋✐❡❧❞s✬ ✭✷✵✵✸✮ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t♦r

s♦✉r❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❙❤♦rr♦❝❦s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❡❛s② t♦ ❛♣♣❧② ✐♥ t❤✐s s❡t ✉♣✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❤♦rr♦❝❦s✬ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r c ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿

❆✮ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐❢ ❝❤❛r❛❝t❡r c ✇❛s t❤❡ ♦♥❧② ❝❤❛r❛❝t❡r ❛✛❡❝t✐♥❣

✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❇✮ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ❜② ✇❤✐❝❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇♦✉❧❞ ❢❛❧❧ ✐❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s c ✇❡r❡

❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

CA
c =I

(
βcXc + (µ− βcXc)

)

CB
c =I(y)− I

(
y − βcXc + βcXc

)

❲❤❡r❡ I ✐s s♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ y ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✱ µ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ♦✈❡r

❧✐♥❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥ ❛s ✇❡❧❧✳

❙❤♦rr♦❝❦s ✭✶✾✽✷✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ❝❛♥ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s

❛♥❞ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢

✐♥❝♦♠❡s CA
c ❜❡❝♦♠❡s✿

CA
c =σ2

(
βcXc + (µ− βcXc)

)
= σ2 (βcXc)

❆♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② CB
c ✐s

CB
c =σ2(y)− σ2

(
y − βcXc + βcXc

)

=σ2(y)− σ2 (y − βcXc) = σ2(y)− σ2(y)− σ2(βcXc) + 2❝♦✈(y, βcXc)

=− σ2(βcXc) + 2❝♦✈(βcXc, βcXc) + 2❝♦✈(βcXc, y − βcXc)

=σ2(βcXc) + 2❝♦✈(βcXc, y − βcXc)

❆♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ❛r❡ t❤❡♥✿

Sc = scσ
2

y = ❝♦✈(βcXc, y) =
1

2

(
CA

c + CB
c

)

✶✾



❇ Pr✐❝❡✲ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝ts ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ t♦ ♣✉r❡✲ ❛♥❞ ✐♥✲

t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts

❚❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

yA =
∑

c

βcAXcA + εA

yB =
∑

c

βcBXcB + εB

y∗ =
∑

c

βcBXcA + εA

❆♥❞ t❤❡ ♣✉r❡✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

CA
c =σ2 (βcXc) = β2

cσ
2 (Xc)

CB
c =σ2(βcXc) + 2❝♦✈(βcXc, y − βcXc)

●✐✈❡♥ CA
c ❛♥❞ CB

c ✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ❛r❡ t❤❡♥✿

Sc = scσ
2

y = ❝♦✈(βcXc, y) =
1

2

(
CA

c + CB
c

)

❚❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ CA
c ❛♥❞ CB

c ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s t❤❡♥✿

∆Sc =
1

2

[
∆CA

c +∆CB
c

]

❋r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t✿

∆I = ∆Q +∆P +∆ε =
∑

c

[
∆Q

c +∆P
c +∆ε

c

]

❲❤❡r❡ ∆Q
c ✐s

∆Q
c =scBσ

2

yB
− s∗cσ

2

y∗

=❝♦✈(βcBXcB, yB)− ❝♦✈(βcBXcA, y
∗)

=
1

2

(
CA

cB + CB
cB

)
−

1

2

(
CA

c∗ + CB
c∗

)

=
1

2

(
CA

cB − CA
c∗

)
+

1

2

(
CB

cB − CB
c∗

)

=
1

2

[
β2

cB❱❛r(XcB)− β2

cB❱❛r(XcA)
]

+
1

2

[
β2

cB❱❛r(XcB)− β2

cB❱❛r(XcA) + 2❝♦✈(βcBXcB, yB − βcBXcB)− 2❝♦✈(βcBXcA, y
∗ − βcBXcA)

]

=
1

2

[
β2

cB∆❱❛r(Xc)
]
+

1

2

[

β2

cB∆❱❛r(Xc) + 2
∑

i 6=c

βcBβiB[∆❝♦✈(Xc, Xi)]

]

✷✵



❆♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ∆P
c ✐s

∆P
c =

1

2

[
❱❛r(Xc)∆β2

c

]
+

1

2

[

❱❛r(Xc)∆β2

c + 2
∑

i 6=c

❝♦✈(XcA, XiA)∆βcβi

]

❈ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts

❚♦ s❤♦✇ t❤❛t ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t r❡❛❧❧② ✐s ❡✐t❤❡r ♣r✐❝❡✲ ♦r✴❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧s ♥❡❡❞

t♦ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ✜rst✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡♥❞✱ ♣❡r✐♦❞ ♣r✐❝❡s ✐t t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✿

∆γ =γB(XB,YB,mB)− γA(XB,YB, αmA) ⇒

∆I(γ) =I[γB(XB,YB,mB)]− I[γA(XB,YB, αmA)]

◆♦✇ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❧✐❦❡ ❜❡❢♦r❡ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡✲✱ q✉❛♥t✐t②✲✱ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts✿

∆σ2

y =
N∑

c=1

(
scBσ

2

yB
− s∗cσ

2

y∗

)
+

N∑

c=1

(

s∗cσ
2

y∗ − scA
B

σ2

yA
B

)

+ σ2

εB
− σ2

εA
B

= ∆Q+∆P +∆ε

❲❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❖▲❙ ❛s✿

yB =
∑

c

βcBXcB + εB

yAB =
∑

c

βA
cBX

A
cB + εAB

❆♥❞ y∗ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

y∗ =
∑

c

βcBX
A
cB + εAB

❙✐♥❝❡ XA
ciB ✐s ❡q✉❛❧ t♦ XcB ✭t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ s❡t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✮✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❛❦❡

t❤❡ ❢♦r♠s✿

yB =
∑

c

βcBXcB + εB ✭✶✺✮

yAB =
∑

c

βA
cBXcB + εAB ✭✶✻✮

y∗ =
∑

c

βcBXB + εAB ✭✶✼✮

✷✶



❚❤❡r❡❢♦r❡✱

scBσ
2

yB
=❝♦✈(βcBXcB, yB) = ❝♦✈(βcBXcB,

∑

c

βcBXcB + εB)

=❝♦✈(βcBXcB,
∑

c

βcBXcB) + βcB

=0 ❡q✳ ✭✶✺✮
︷ ︸︸ ︷

❝♦✈(XcB, εB)

=❝♦✈(βcBXcB,
∑

c

βcBXcB) + βcB

=0 ❡q✳ ✭✶✻✮
︷ ︸︸ ︷

❝♦✈(XcB, ε
A
B)

=s∗cσ
2

y∗ , ∀c ⇒

∆Q =
N∑

c=1

(
scBσ

2

yB
− s∗cσ

2

y∗

)
= 0

❲❤❡r❡❛s t❤❡ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts ✇♦♥✬t ✭♥❡❝❡ss❛r✐❧②✮ ✈❛♥✐s❤ s✐♥❝❡✿

s∗cσ
2

y∗ =❝♦✈(βcBXcB, yB) = ❝♦✈(βcBXcB,
∑

c

βcBXcB + εA)

=β2

cB❝♦✈(XcB, XcB) +
∑

i 6=c

βcBβiB❝♦✈(XcB, XiB) + βcB

=0 ❡q✳ ✭✶✻✮
︷ ︸︸ ︷

❝♦✈(XcB, ε
A
B)

6=β2

cA
B

❝♦✈(XcB, XcB) +
∑

i 6=c

βcA
B

βiA
B

❝♦✈(XcB, XB) + βcA
B

=0 ❡q✳ ✭✶✻✮
︷ ︸︸ ︷

❝♦✈(XcB, ε
A
B)

=scA
B

σ2

yA
B

⇒

∆P 6=0

❛♥❞

εAB 6= εB ⇒ σ2

εA
B

6= σ2

εB
⇒ ∆ε 6= 0

❚❤❡ s❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡r✐♦❞ ❞❛t❛ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❉ ❉❛t❛ ❛♥❞ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❉❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❛t❛ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❙t❛t✐st✐❝s

❋✐♥❧❛♥❞✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛ s❡t ✐s ❝r❡❛t❡❞ t❤❡ ❋✐♥♥✐s❤ ❞❛t❛ ♦❢ ❊❯✲❙■▲❈✳ ❨❡❛rs ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡

❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ✶✾✾✸✱ ✶✾✾✻✱ ✶✾✾✾✱ ✷✵✵✷✱ ✷✵✵✺✱ ✷✵✵✽✱ ✷✵✶✶ ❛♥❞ ✷✵✶✹✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❙t❛t✐st✐❝s ❋✐♥❧❛♥❞✬s ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❙■❙❯✳ ❚❤❡ ♠❛✲

❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❋✐♥♥✐s❤ t❛①✲❜❡♥❡✜t✲s②st❡♠ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❙■❙❯ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ②❡❛r ✶✾✾✸ ♦♥✇❛r❞s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❙■❙❯ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✶✶ ❛♥❞ ✷✵✶✹✳ ✷✵✶✶ ❞❛t❛ ✐s

✷✷



✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧s ❢♦r ②❡❛rs ✶✾✾✸✱ ✶✾✾✻✱ ✶✾✾✾✱ ✷✵✵✷✱ ✷✵✵✺✱ ✷✵✵✽ ❛♥❞ ✷✵✶✹ ✇❤❡r❡❛s

❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❢♦r ②❡❛r ✷✵✶✶ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ✷✵✶✹✳

❚❤❡ ❙■❙❯ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ✶✷ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✲♠♦❞❡❧s✿ ❍❡❛❧t❤ ❝❛r❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡s❀ ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜❡♥✲

❡✜ts❀ ❍♦♠❡ ❝❛r❡ ❛❧❧♦✇❛♥❝❡❀ ◆❛t✐♦♥❛❧ ♣❡♥s✐♦♥s❀ ❙t✉❞❡♥t ❛❧❧♦✇❛♥❝❡❀ ❚❛①❛t✐♦♥❀ ❊st❛t❡ t❛①❛t✐♦♥❀

❈❤✐❧❞ ❛❧❧♦✇❛♥❝❡❀ P❡♥s✐♦♥❡r✬s ❤♦✉s✐♥❣ ❜❡♥❡✜t❀ ❍♦✉s✐♥❣ ❜❡♥❡✜t❀ ❉❛② ❝❛r❡ ❢❡❡s ❛♥❞ ❙♦❝✐❛❧ ❛ss✐s✲

t❛♥❝❡✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜✲♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡①❝❡♣t ❡st❛t❡ t❛①❛t✐♦♥✳

❆❧❧ t❤❡ t❛①✲❜❡♥❡✜t ❝❤❛♥❣❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ❡❧✐❣✐❜✐❧✐t② ♦r

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡♥❡✜t ♣❛②♠❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥

♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✇❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✺✵✵ ❞❛②s t♦ ✹✵✵ ❞❛②s✱ ✇❤✐❝❤ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡

s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❙■❙❯ ♠♦❞❡❧✳

❚♦ ♠❛❦❡ ❞✐✛❡r❡♥t ②❡❛rs✬ t❛①✲❜❡♥❡✜t s②st❡♠ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ t♦ ♦t❤❡r ②❡❛rs ❞❛t❛✱ t❤❡

♠♦♥❡t❛r② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①✳

❉✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡s ❛r❡ ❛t t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤✉s t❤♦s❡ ❛r❡ s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞

❖❊❈❉✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❤❡❛❞s✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛♥② s♣♦✉s❡s✳ ❲❡✐❣❤t ✉s❡❞ ✐s t❤❡

❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ✇❡✐❣❤t ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❚❤✐s ✇❛② t❤❡

❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧✳

❊ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✉❜❣r♦✉♣s

❋✉❧❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ❊❞✉❝❛t✐♦♥✿ ❊❧❡♠❡♥t❛r② s❝❤♦♦❧ ♦r ♥♦ ❡❞✉✲

❝❛t✐♦♥ ♦r ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✉♥❦♥♦✇♥❀ s❡❝♦♥❞❛r② s❝❤♦♦❧❀ ❧♦✇❡r✴❧♦✇❡st t❡rt✐❛r② ❧❡✈❡❧❀ ✉♣♣❡r t❡rt✐❛r② ❧❡✈❡❧

♦r ❤✐❣❤❡r✳ ❘❡❣✐♦♥✿ ❯✉s✐♠❛❛❀ ❱❛rs✐♥❛✐s✲❙✉♦♠✐❀ ❙❛t❛❦✉♥t❛❀ ❑❛♥t❛✲❍ä♠❡❀ P✐r❦❛♥♠❛❛❀ Pä✐❥ät✲

❍ä♠❡❀ ❑②♠❡♥❧❛❛❦s♦❀ ❊t❡❧ä✲❑❛r❥❛❧❛❀ ❊t❡❧ä✲❙❛✈♦❀ P♦❤❥♦✐s✲❙❛✈♦❀ P♦❤❥♦✐s✲❑❛r❥❛❧❛❀ ❑❡s❦✐✲❙✉♦♠✐❀

❊t❡❧ä✲P♦❤❥❛♥♠❛❛❀ P♦❤❥❛♥♠❛❛❀ ❑❡s❦✐✲P♦❤❥❛♥♠❛❛❀ P♦❤❥♦✐s✲P♦❤❥❛♥♠❛❛❀ ❑❛✐♥✉✉❀ ▲❛♣♣✐❀ ❆❤✈❡✲

♥❛♥♠❛❛✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡✿ ✶ ❛❞✉❧t✱ ♥♦ ❝❤✐❧❞r❡♥❀ ✷ ❛❞✉❧ts✱ ♥♦ ❝❤✐❧❞r❡♥❀ ✸ ♦r ♠♦r❡ ❛❞✉❧ts✱ ♥♦

❝❤✐❧❞r❡♥❀ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❡♥ts✱ ②♦✉♥❣❡st ❝❤✐❧❞ ✉♥❞❡r ✼ ②❡❛rs ♦❧❞❀ t✇♦ ❛❞✉❧ts✱ ②♦✉♥❣❡st ❝❤✐❧❞r❡♥ ✉♥❞❡r

✼ ②❡❛rs ♦❧❞❀ ✸ ♦r ♠♦r❡ ❛❞✉❧ts✱ ②♦✉♥❣❡st ❝❤✐❧❞r❡♥ ✉♥❞❡r ✼ ②❡❛rs ♦❧❞❀ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❡♥ts✱ ②♦✉♥❣❡st

❝❤✐❧❞ ♦✈❡r ✻ ②❡❛rs ♦❧❞❀ t✇♦ ❛❞✉❧ts✱ ②♦✉♥❣❡st ❝❤✐❧❞ ♦✈❡r ✻ ②❡❛rs ♦❧❞❀ ✸ ♦r ♠♦r❡ ❛❞✉❧ts✱ ②♦✉♥❣❡st

❝❤✐❧❞ ♦✈❡r ✻ ②❡❛rs ♦❧❞❀ ✶ ❛❞✉❧t✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❤❡❛❞ ♦✈❡r ✻✹ ②❡❛rs ♦❧❞❀ ♦t❤❡r ❢❛♠✐❧✐❡s ✇✐t❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞

❤❡❛❞ ♦✈❡r ✻✹ ②❡❛rs ♦❧❞✳ ❆❣❡✿ ✉♥❞❡r ✷✺ ②❡❛rs ♦❧❞❀ ✷✺✕✸✹❀ ✸✺✕✹✹❀ ✹✺✕✺✹❀ ✺✺✕✻✹❀ ✻✺✕✼✹❀ ♦✈❡r ✼✹

②❡❛rs ♦❧❞✳ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s✿ ❡♠♣❧♦②❡❞❀ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ♦t❤❡rs❀ s❡❧❢✲❡♠♣❧♦②❡❞❀ ♣❡♥s✐♦♥❡r❀

st✉❞❡♥t❀ s❝❤♦♦❧❝❤✐❧❞❀ ✉♥❦♥♦✇♥✳

✷✸



❋ ❆♥♥✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❚❛❜❧❡ ❋✳✶✿ ❙❤❛r❡s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✪✮

❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥
❨❡❛rs ❘❡s✐❞✉❛❧ ❘❡❣✐♦♥ t②♣❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡
✶✾✾✸ ✻✵ ✸✳✶ ✹✳✺ ✺✳✻ ✸✳✼ ✺✳✷ ✻✳✾ ✻✳✷ ✹✳✽
✶✾✾✻ ✺✼✳✷ ✶✳✹ ✸✳✾ ✻✳✺ ✸✳✻ ✼✳✹ ✽✳✻ ✻✳✻ ✹✳✾
✶✾✾✾ ✺✺✳✼ ✷✳✸ ✷✳✻ ✼✳✺ ✸✳✶ ✻✳✻ ✼✳✹ ✽✳✼ ✻✳✶
✷✵✵✷ ✺✺✳✷ ✶✳✾ ✸✳✽ ✻✳✻ ✸✳✼ ✽✳✶ ✼✳✶ ✽✳✸ ✺✳✷
✷✵✵✺ ✺✺✳✷ ✶✳✻ ✸✳✺ ✺✳✷ ✷✳✻ ✼✳✸ ✼✳✹ ✶✵ ✼✳✶
✷✵✵✽ ✺✸✳✾ ✷✳✷ ✹✳✹ ✻✳✹ ✷✳✻ ✽✳✹ ✼✳✾ ✼✳✺ ✻✳✼
✷✵✶✶ ✺✸✳✸ ✶✳✽ ✸✳✶ ✼✳✹ ✷✳✽ ✽✳✷ ✼✳✾ ✽✳✺ ✼
✷✵✶✹ ✹✾✳✽ ✷✳✶ ✷✳✷ ✾ ✸✳✼ ✾✳✸ ✻✳✾ ✽✳✼ ✽✳✸

❚❛❜❧❡ ❋✳✷✿ ❙❤❛r❡s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✱ ✪✮

❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥
❨❡❛rs ❘❡s✐❞✉❛❧ ❘❡❣✐♦♥ t②♣❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡
✶✾✾✸ ✺✹✳✽ ✶✳✾ ✸✳✶ ✼✳✺ ✷✳✹ ✼✳✻ ✼✳✻ ✼✳✾ ✼✳✶
✶✾✾✻ ✺✹✳✶ ✶✳✾ ✷✳✽ ✼✳✹ ✷✳✸ ✽ ✽✳✶ ✽✳✶ ✼✳✸
✶✾✾✾ ✺✶✳✽ ✶✳✾ ✷✳✽ ✼✳✺ ✷✳✸ ✾ ✽✳✽ ✽✳✹ ✼✳✺
✷✵✵✷ ✺✶✳✸ ✶✳✾ ✸✳✶ ✼✳✺ ✷✳✹ ✽✳✾ ✽✳✾ ✽✳✹ ✼✳✻
✷✵✵✺ ✺✷✳✵ ✶✳✾ ✷✳✺ ✼✳✸ ✷✳✷ ✾✳✶ ✽✳✷ ✾✳✷ ✼✳✻
✷✵✵✽ ✺✶✳✻ ✶✳✾ ✷✳✼ ✼✳✸ ✷✳✸ ✾✳✶ ✽✳✸ ✾✳✶ ✼✳✻
✷✵✶✶ ✹✼✳✺ ✷✳✶ ✶✳✽ ✾✳✵ ✸✳✺ ✶✵✳✵ ✼✳✾ ✾✳✸ ✽✳✽
✷✵✶✹ ✺✶✳✾ ✷✳✵ ✸✳✶ ✼✳✺ ✷✳✻ ✽✳✺ ✽✳✵ ✾✳✵ ✼✳✹

◆♦t❡✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r ②❡❛r ✷✵✶✶ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ②❡❛r ✷✵✶✹✳ ❋♦r t❤❡ r❡st ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ②❡❛rs
❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐s ❢r♦♠ ②❡❛r ✷✵✶✶✳

❚❛❜❧❡ ❋✳✸✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✵✵✵ × ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
❧♦❣s✮

❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥
❨❡❛rs ❚♦t❛❧ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❘❡❣✐♦♥ t②♣❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡
✶✾✾✸ ✶✹✼✳✷ ✽✽✳✸ ✹✳✻ ✻✳✻ ✽✳✸ ✺✳✹ ✼✳✼ ✶✵✳✷ ✾✳✶ ✼✳✶
✶✾✾✻ ✶✺✾✳✹ ✾✶✳✷ ✷✳✸ ✻✳✷ ✶✵✳✸ ✺✳✽ ✶✶✳✼ ✶✸✳✼ ✶✵✳✺ ✼✳✽
✶✾✾✾ ✶✾✼✳✶ ✶✵✾✳✾ ✹✳✺ ✺✳✷ ✶✹✳✽ ✻✳✵ ✶✸ ✶✹✳✺ ✶✼✳✶ ✶✷✳✶
✷✵✵✷ ✷✵✼✳✵ ✶✶✹✳✸ ✹✳✵ ✼✳✽ ✶✸✳✽ ✼✳✽ ✶✻✳✼ ✶✹✳✽ ✶✼✳✸ ✶✵✳✼
✷✵✵✺ ✷✷✽✳✸ ✶✷✻✳✶ ✸✳✼ ✼✳✾ ✶✶✳✽ ✻✳✵ ✶✻✳✼ ✶✼ ✷✷✳✾ ✶✻✳✶
✷✵✵✽ ✷✷✾✳✺ ✶✷✸✳✻ ✺✳✶ ✶✵✳✵ ✶✹✳✼ ✺✳✾ ✶✾✳✷ ✶✽✳✷ ✶✼✳✸ ✶✺✳✹
✷✵✶✶ ✷✸✹✳✻ ✶✷✺✳✵ ✹✳✸ ✼✳✸ ✶✼✳✹ ✻✳✼ ✶✾✳✷ ✶✽✳✺ ✶✾✳✽ ✶✻✳✹
✷✵✶✹ ✷✷✽✳✽ ✶✶✹✳✵ ✹✳✼ ✺✳✶ ✷✵✳✻ ✽✳✺ ✷✶✳✸ ✶✺✳✽ ✶✾✳✽ ✶✾✳✵

✷✹



❚❛❜❧❡ ❋✳✹✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✱ ✶✵✵✵
× ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣s✮

❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥
❨❡❛rs ❚♦t❛❧ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❘❡❣✐♦♥ t②♣❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡
✶✾✾✸ ✶✽✸✳✵ ✶✵✵✳✹ ✸✳✻ ✺✳✻ ✶✸✳✽ ✹✳✸ ✶✹ ✶✸✳✾ ✶✹✳✺ ✶✸✳✶
✶✾✾✻ ✶✽✺✳✺ ✶✵✵✳✺ ✸✳✺ ✺✳✷ ✶✸✳✽ ✹✳✸ ✶✹✳✽ ✶✺✳✵ ✶✺✳✵ ✶✸✳✺
✶✾✾✾ ✶✾✷✳✾ ✾✾✳✾ ✸✳✻ ✺✳✺ ✶✹✳✺ ✹✳✺ ✶✼✳✸ ✶✻✳✾ ✶✻✳✶ ✶✹✳✺
✷✵✵✷ ✶✾✻✳✻ ✶✵✵✳✽ ✸✳✼ ✻✳✶ ✶✹✳✽ ✹✳✽ ✶✼✳✹ ✶✼✳✺ ✶✻✳✺ ✶✹✳✾
✷✵✵✺ ✷✶✾✳✽ ✶✶✹✳✸ ✹✳✷ ✺✳✻ ✶✺✳✾ ✹✳✾ ✷✵✳✵ ✶✽ ✷✵✳✸ ✶✻✳✻
✷✵✵✽ ✷✷✸✳✵ ✶✶✺✳✶ ✹✳✸ ✻✳✵ ✶✻✳✸ ✺✳✶ ✷✵✳✹ ✶✽✳✻ ✷✵✳✸ ✶✻✳✾
✷✵✶✶ ✷✸✵✳✹ ✶✵✾✳✻ ✹✳✽ ✹✳✷ ✷✵✳✼ ✽✳✶ ✷✸✳✵ ✶✽✳✷ ✷✶✳✺ ✷✵✳✹
✷✵✶✹ ✷✵✾✳✻ ✶✵✽✳✽ ✹✳✶ ✻✳✹ ✶✺✳✼ ✺✳✸ ✶✼✳✾ ✶✻✳✽ ✶✽✳✾ ✶✺✳✻

◆♦t❡✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r ②❡❛r ✷✵✶✶ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ②❡❛r ✷✵✶✹✳ ❋♦r t❤❡ r❡st ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ②❡❛rs
❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐s ❢r♦♠ ②❡❛r ✷✵✶✶✳

❚❛❜❧❡ ❋✳✺✿ ❈❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✵✵✵ ×

✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣s✮

❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥
❨❡❛rs ❚♦t❛❧ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❘❡❣✐♦♥ t②♣❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡
✶✾✾✸ t♦ ✶✾✾✻ ✶✷✳✷ ✷✳✾ ✲✷✳✸ ✲✵✳✹ ✷ ✵✳✸ ✹ ✸✳✺ ✶✳✹ ✵✳✼
✶✾✾✻ t♦ ✶✾✾✾ ✸✼✳✼ ✶✽✳✼ ✷✳✷ ✲✶ ✹✳✺ ✵✳✸ ✶✳✸ ✵✳✽ ✻✳✻ ✹✳✸
✶✾✾✾ t♦ ✷✵✵✷ ✾✳✾ ✹✳✹ ✲✵✳✺ ✷✳✻ ✲✶ ✶✳✼ ✸✳✼ ✵✳✸ ✵✳✷ ✲✶✳✹
✷✵✵✷ t♦ ✷✵✵✺ ✷✶✳✷ ✶✶✳✽ ✲✵✳✸ ✵✳✶ ✲✶✳✾ ✲✶✳✼ ✵ ✷✳✷ ✺✳✼ ✺✳✺
✷✵✵✺ t♦ ✷✵✵✽ ✶✳✷ ✲✷✳✺ ✶✳✹ ✷✳✶ ✷✳✾ ✲✵✳✶ ✷✳✺ ✶✳✷ ✲✺✳✼ ✲✵✳✼
✷✵✵✽ t♦ ✷✵✶✶ ✺✳✶ ✶✳✸ ✲✵✳✽ ✲✷✳✽ ✷✳✼ ✵✳✼ ✵ ✵✳✸ ✷✳✻ ✶
✷✵✶✶ t♦ ✷✵✶✹ ✲✺✳✽ ✲✶✶ ✵✳✹ ✲✷✳✷ ✸✳✶ ✶✳✽ ✷✳✶ ✲✷✳✼ ✵ ✷✳✻

❚❛❜❧❡ ❋✳✻✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✵✵✵ × ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
❧♦❣s✮

❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥
❨❡❛rs ❚♦t❛❧ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❘❡❣✐♦♥ t②♣❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡
✶✾✾✸ t♦ ✶✾✾✻ ✷✳✺ ✵✳✶ ✲✵✳✶ ✲✵✳✹ ✵ ✵ ✵✳✽ ✶✳✶ ✵✳✻ ✵✳✺
✶✾✾✻ t♦ ✶✾✾✾ ✼✳✸ ✲✵✳✻ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✼ ✵✳✷ ✷✳✻ ✶✳✾ ✶✳✶ ✶
✶✾✾✾ t♦ ✷✵✵✷ ✸✳✼ ✵✳✾ ✵✳✶ ✵✳✻ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵✳✶ ✵✳✻ ✵✳✹ ✵✳✹
✷✵✵✷ t♦ ✷✵✵✺ ✷✸✳✷ ✶✸✳✺ ✵✳✺ ✲✵✳✺ ✶✳✷ ✵✳✶ ✷✳✻ ✵✳✺ ✸✳✼ ✶✳✼
✷✵✵✺ t♦ ✷✵✵✽ ✸✳✷ ✵✳✽ ✵✳✶ ✵✳✹ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵✳✻ ✵ ✵✳✸
✷✵✵✽ t♦ ✷✵✶✶ ✶✶✳✻ ✾✳✽ ✵ ✶✳✸ ✶✳✷ ✶✳✺ ✲✶✳✷ ✲✵✳✶ ✲✵✳✺ ✲✵✳✺
✷✵✶✶ t♦ ✷✵✶✹ ✲✶✸✳✸ ✲✺✳✾ ✲✵✳✷ ✵✳✶ ✲✵✳✾ ✲✵✳✺ ✲✶✳✺ ✲✷✳✶ ✲✶✳✸ ✲✶✳✶

◆♦t❡✿ ▲❛st ❝❤❛♥❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✷✵✶✶ ❛♥❞ ✷✵✶✹

✷✺



❚❛❜❧❡ ❋✳✼✿ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ♣r✐❝❡✲✱ q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts ✭✶✵✵✵① ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s✮

❨❡❛rs ❚♦t❛❧ Pr✐❝❡ ◗✉❛♥t✐t② ❘❡s✐❞✉❛❧ ❘❡❣✐♦♥ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥
❈❤❛♥❣❡ ❊✛❡❝t ❊✛❡❝t ❊✛❡❝t ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡

P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗
✶✾✾✸ t♦ ✶✾✾✻ ✶✷✳✷ ✼✳✹ ✶✳✾ ✷✳✾ ✲✷✳✶ ✲✵✳✷ ✲✵✳✸ ✲✵✳✶ ✶✳✻ ✵✳✹ ✵✳✹ ✵ ✹✳✼ ✲✵✳✼ ✸✳✸ ✵✳✷ ✵✳✶ ✶✳✸ ✲✵✳✷ ✵✳✾
✶✾✾✻ t♦ ✶✾✾✾ ✸✼✳✼ ✶✵✳✹ ✽✳✼ ✶✽✳✼ ✷✳✶ ✵ ✲✶ ✵ ✷✳✾ ✶✳✻ ✲✵✳✷ ✵✳✺ ✶✳✼ ✲✵✳✹ ✲✶ ✶✳✾ ✹✳✹ ✷✳✷ ✶✳✹ ✷✳✾
✶✾✾✾ t♦ ✷✵✵✷ ✾✳✾ ✲✵✳✽ ✻✳✸ ✹✳✹ ✲✶ ✵✳✺ ✷✳✸ ✵✳✸ ✲✷✳✶ ✶✳✶ ✵✳✸ ✶✳✺ ✷✳✼ ✶ ✵✳✶ ✵✳✷ ✲✵✳✾ ✶✳✶ ✲✷✳✶ ✵✳✼
✷✵✵✷ t♦ ✷✵✵✺ ✷✶✳✷ ✶✵ ✲✵✳✺ ✶✶✳✽ ✵ ✲✵✳✸ ✵✳✺ ✲✵✳✹ ✲✷✳✷ ✵✳✷ ✲✷ ✵✳✸ ✷✳✷ ✲✷✳✷ ✸✳✼ ✲✶✳✺ ✸✳✻ ✷ ✹✳✶ ✶✳✹
✷✵✵✺ t♦ ✷✵✵✽ ✶✳✷ ✵✳✶ ✸✳✼ ✲✷✳✺ ✶✳✸ ✵✳✶ ✶✳✶ ✶ ✷✳✻ ✵✳✸ ✲✵✳✻ ✵✳✺ ✷✳✼ ✲✵✳✶ ✵✳✷ ✶ ✲✺✳✼ ✵✳✶ ✲✶✳✺ ✵✳✼
✷✵✵✽ t♦ ✷✵✶✶ ✺✳✶ ✲✵✳✶ ✸✳✽ ✶✳✸ ✲✵✳✾ ✵✳✷ ✲✷✳✹ ✲✵✳✸ ✷✳✾ ✲✵✳✶ ✵✳✺ ✵✳✷ ✲✷✳✷ ✷✳✷ ✵ ✵✳✸ ✶✳✽ ✵✳✽ ✵✳✺ ✵✳✻
✷✵✶✶ t♦ ✷✵✶✹ ✲✺✳✽ ✲✶✳✾ ✼✳✶ ✲✶✶ ✵✳✹ ✵ ✲✷ ✲✵✳✷ ✶✳✺ ✶✳✻ ✵✳✾ ✶ ✵✳✺ ✶✳✻ ✲✷✳✼ ✵ ✲✶✳✷ ✶✳✶ ✵✳✻ ✷

◆♦t❡✿ Pr✐❝❡✲ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✾✮✳

❚❛❜❧❡ ❋✳✽✿ Pr✐❝❡ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ t♦ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts ✭✶✵✵✵① ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s✮

❨❡❛rs Pr✐❝❡ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❘❡❣✐♦♥ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥
❊✛❡❝t ❊✛❡❝t ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡
∆P

O ∆P
P ∆ε

O ∆ε
P ∆P

O ∆P
P ∆P

O ∆P
P ∆P

O ∆P
P ∆P

O ∆P
P ∆P

O ∆P
P ∆P

O ∆P
P ∆P

O ∆P
P ∆P

O ∆P
P

✶✾✾✸ t♦ ✶✾✾✻ ✺ ✷✳✹ ✷✳✽ ✵✳✶ ✲✷ ✲✵✳✶ ✵✳✶ ✲✵✳✹ ✶✳✻ ✵ ✵✳✸ ✵ ✸✳✾ ✵✳✽ ✷✳✷ ✶✳✶ ✲✵✳✺ ✵✳✻ ✲✵✳✼ ✵✳✺
✶✾✾✻ t♦ ✶✾✾✾ ✷✳✺ ✼✳✾ ✶✾✳✷ ✲✵✳✻ ✷ ✵✳✶ ✲✶✳✸ ✵✳✷ ✷✳✷ ✵✳✼ ✲✵✳✹ ✵✳✷ ✲✵✳✾ ✷✳✻ ✲✷✳✾ ✶✳✾ ✸✳✹ ✶✳✶ ✵✳✹ ✶
✶✾✾✾ t♦ ✷✵✵✷ ✲✸✳✻ ✷✳✽ ✸✳✺ ✵✳✾ ✲✶✳✶ ✵✳✶ ✶✳✼ ✵✳✻ ✲✷✳✹ ✵✳✸ ✵ ✵✳✸ ✷✳✻ ✵✳✶ ✲✵✳✺ ✵✳✻ ✲✶✳✸ ✵✳✹ ✲✷✳✺ ✵✳✹
✷✵✵✷ t♦ ✷✵✵✺ ✵✳✷ ✾✳✼ ✲✶✳✼ ✶✸✳✺ ✲✵✳✺ ✵✳✺ ✶ ✲✵✳✺ ✲✸✳✸ ✶✳✷ ✲✷✳✶ ✵✳✶ ✲✵✳✹ ✷✳✻ ✸✳✸ ✵✳✺ ✲✵✳✶ ✸✳✼ ✷✳✹ ✶✳✼
✷✵✵✺ t♦ ✷✵✵✽ ✲✷✳✸ ✷✳✸ ✲✸✳✸ ✵✳✽ ✶✳✷ ✵✳✶ ✵✳✼ ✵✳✹ ✷✳✸ ✵✳✸ ✲✵✳✽ ✵✳✸ ✷✳✸ ✵✳✸ ✲✵✳✺ ✵✳✻ ✲✺✳✼ ✵ ✲✶✳✽ ✵✳✸
✷✵✵✽ t♦ ✷✵✶✶ ✲✶✳✽ ✶✳✽ ✲✽✳✺ ✾✳✽ ✲✶ ✵ ✲✸✳✼ ✶✳✸ ✶✳✼ ✶✳✷ ✲✶ ✶✳✺ ✲✶✳✶ ✲✶✳✷ ✵✳✶ ✲✵✳✶ ✷✳✷ ✲✵✳✺ ✵✳✾ ✲✵✳✺
✷✵✶✶ t♦ ✷✵✶✹ ✺✳✺ ✲✼✳✹ ✲✺✳✶ ✲✺✳✾ ✵✳✻ ✲✵✳✷ ✲✷ ✵✳✶ ✷✳✹ ✲✵✳✾ ✶✳✸ ✲✵✳✺ ✷ ✲✶✳✺ ✲✵✳✻ ✲✷✳✶ ✵✳✷ ✲✶✳✸ ✶✳✼ ✲✶✳✶

◆♦t❡✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r ②❡❛r ✷✵✶✶ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ②❡❛r ✷✵✶✹✳ ❋♦r t❤❡ r❡st ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ②❡❛rs ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐s ❢r♦♠ ②❡❛r ✷✵✶✶✳

✷✻



● ❘♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ■♥ t❤❡ ✜rst t❛❜❧❡

✐s s❤♦✇♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝ts ✭♣r✐❝❡✲❡✛❡❝t ❛❝❝♦✉♥t❡❞ t♦ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✮ ❜② ✉s✐♥❣ 100 ×

●✐♥✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛s ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t t❛❜❧❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t②

❡✛❡❝ts ❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✾✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✜♥❛❧ t❛❜❧❡s ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣♣❡❞ ✾✺✪

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ✶ ✵✵✵ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ●✳✶✿ P♦❧✐❝② ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✵✵ × ●✐♥✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✮

❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥
❨❡❛rs ❚♦t❛❧ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❘❡❣✐♦♥ t②♣❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡
✶✾✾✸ t♦ ✶✾✾✻ ✲✵✳✵✻✸ ✵✳✶✸✽ ✲✵✳✵✶✾ ✲✵✳✵✻ ✲✵✳✵✸✶ ✲✵✳✵✵✼ ✵✳✵✼✷ ✵✳✶✶ ✵✳✵✹✶ ✵✳✵✸✷
✶✾✾✻ t♦ ✶✾✾✾ ✵✳✹✽✾ ✵✳✼✾✹ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✻✷ ✵✳✵✶✸ ✵✳✷✾ ✵✳✷✵✼ ✵✳✶✵✷ ✵✳✵✾✷
✶✾✾✾ t♦ ✷✵✵✷ ✵✳✶✺✶ ✵✳✷ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✻✻ ✵✳✵✶ ✵✳✵✷✾ ✲✵✳✵✶✼ ✵✳✵✹✾ ✵✳✵✷✹ ✵✳✵✸✶
✷✵✵✷ t♦ ✷✵✵✺ ✷✳✶✺✷ ✵✳✽✺✻ ✵✳✵✹✽ ✲✵✳✵✽ ✵✳✵✾✶ ✲✵✳✵✵✻ ✵✳✷✺✺ ✲✵✳✵✵✷ ✵✳✸✾✼ ✵✳✶✺✸
✷✵✵✺ t♦ ✷✵✵✽ ✵✳✵✹✹ ✵✳✶✶✾ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✹✸ ✵✳✵✶✸ ✵✳✵✷✸ ✵✳✵✶ ✵✳✵✹✼ ✲✵✳✵✷✼ ✵✳✵✵✼
✷✵✵✽ t♦ ✷✵✶✶ ✲✵✳✶✸✸ ✲✵✳✹✾✻ ✲✵✳✵✷✺ ✵✳✶✵✻ ✵✳✵✷✾ ✵✳✶✸✽ ✲✵✳✷✻✺ ✲✵✳✶✸✸ ✲✵✳✶✽✸ ✲✵✳✶✻✸
✷✵✶✶ t♦ ✷✵✶✹ ✲✵✳✻✺✷ ✲✵✳✹✹✹ ✲✵✳✵✵✷ ✵✳✵✸✼ ✲✵✳✵✹✸ ✲✵✳✵✸✸ ✲✵✳✵✾✼ ✲✵✳✶✻✽ ✲✵✳✵✼✻ ✲✵✳✵✻✸
✶✾✾✸ t♦ ✷✵✵✷ ✵✳✺✼✻ ✶✳✶✸✷ ✲✵✳✵✵✸ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✹✷ ✵✳✵✸✺ ✵✳✸✹✺ ✵✳✸✻✻ ✵✳✶✻✼ ✵✳✶✺✺
✷✵✵✷ t♦ ✷✵✶✹ ✶✳✹✶✶ ✵✳✵✸✺ ✵✳✵✷✹ ✵✳✶✵✻ ✵✳✵✾ ✵✳✶✷✶ ✲✵✳✵✾✼ ✲✵✳✷✺✼ ✵✳✶✶✷ ✲✵✳✵✻✻
✶✾✾✸ t♦ ✷✵✶✹ ✶✳✾✽✽ ✶✳✶✻✼ ✵✳✵✷✶ ✵✳✶✸✷ ✵✳✶✸✷ ✵✳✶✺✻ ✵✳✷✹✽ ✵✳✶✵✾ ✵✳✷✼✾ ✵✳✵✽✾

◆♦t❡✿ ▲❛st ❝❤❛♥❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✷✵✶✶ ❛♥❞ ✷✵✶✹

✷✼



❚❛❜❧❡ ●✳✷✿ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ♣r✐❝❡✲✱ q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts ✭✶✵✵✵① ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s✮

❨❡❛rs ❚♦t❛❧ Pr✐❝❡ ◗✉❛♥t✐t② ❘❡s✐❞✉❛❧ ❘❡❣✐♦♥ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥
❈❤❛♥❣❡ ❊✛❡❝t ❊✛❡❝t ❊✛❡❝t ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡

P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗
✶✾✾✸ t♦ ✶✾✾✻ ✶✷✳✷ ✼✳✾ ✶✳✹ ✷✳✾ ✲✷✳✶ ✲✵✳✸ ✲✵✳✸ ✲✵✳✶ ✶✳✻ ✵✳✹ ✵✳✹ ✲✵✳✶ ✺✳✶ ✲✶✳✶ ✸✳✸ ✵✳✷ ✵ ✶✳✸ ✲✵✳✷ ✵✳✾
✶✾✾✻ t♦ ✶✾✾✾ ✸✼✳✼ ✶✶✳✺ ✼✳✺ ✶✽✳✼ ✷✳✷ ✲✵✳✶ ✲✵✳✼ ✲✵✳✸ ✷✳✼ ✶✳✽ ✲✵✳✶ ✵✳✹ ✷ ✲✵✳✼ ✲✵✳✼ ✶✳✻ ✹✳✹ ✷✳✷ ✶✳✽ ✷✳✻
✶✾✾✾ t♦ ✷✵✵✷ ✾✳✾ ✲✵✳✺ ✻ ✹✳✹ ✲✵✳✾ ✵✳✹ ✷✳✷ ✵✳✹ ✲✷✳✷ ✶✳✷ ✵✳✹ ✶✳✸ ✷✳✽ ✵✳✾ ✵✳✷ ✵✳✶ ✲✵✳✾ ✶✳✶ ✲✷ ✵✳✻
✷✵✵✷ t♦ ✷✵✵✺ ✷✶✳✷ ✾✳✽ ✲✵✳✹ ✶✶✳✽ ✵ ✲✵✳✸ ✵✳✹ ✲✵✳✸ ✲✷✳✷ ✵✳✷ ✲✶✳✾ ✵✳✶ ✷✳✶ ✲✷✳✷ ✸✳✾ ✲✶✳✼ ✸✳✺ ✷✳✶ ✸✳✾ ✶✳✻
✷✵✵✺ t♦ ✷✵✵✽ ✶✳✷ ✵✳✷ ✸✳✺ ✲✷✳✺ ✶✳✸ ✵✳✶ ✶✳✷ ✵✳✾ ✷✳✹ ✵✳✺ ✲✵✳✻ ✵✳✺ ✷✳✾ ✲✵✳✸ ✵✳✶ ✶✳✶ ✲✺✳✼ ✵ ✲✶✳✹ ✵✳✻
✷✵✵✽ t♦ ✷✵✶✶ ✺✳✶ ✲✵✳✶ ✸✳✽ ✶✳✸ ✲✶ ✵✳✷ ✲✷✳✺ ✲✵✳✸ ✷✳✼ ✵ ✵✳✺ ✵✳✷ ✲✷ ✶✳✾ ✲✵✳✶ ✵✳✹ ✶✳✼ ✵✳✾ ✵✳✺ ✵✳✻
✷✵✶✶ t♦ ✷✵✶✹ ✲✺✳✽ ✲✷ ✼✳✷ ✲✶✶ ✵✳✹ ✵ ✲✶✳✾ ✲✵✳✷ ✶✳✹ ✶✳✼ ✵✳✾ ✶ ✵✳✹ ✶✳✼ ✲✷✳✻ ✲✵✳✶ ✲✶✳✷ ✶✳✷ ✵✳✼ ✶✳✾

◆♦t❡✿ Pr✐❝❡✲ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✳

❚❛❜❧❡ ●✳✸✿ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ♣r✐❝❡✲✱ q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝ts ✭✶✵✵✵① ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s✮

❨❡❛rs ❚♦t❛❧ Pr✐❝❡ ◗✉❛♥t✐t② ❘❡s✐❞✉❛❧ ❘❡❣✐♦♥ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ t②♣❡ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥
❈❤❛♥❣❡ ❊✛❡❝t ❊✛❡❝t ❊✛❡❝t ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡

P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗ P ◗
✶✾✾✸ t♦ ✶✾✾✻ ✶✷✳✷ ✻✳✾ ✷✳✸ ✷✳✾ ✲✷✳✶ ✲✵✳✷ ✲✵✳✷ ✲✵✳✷ ✶✳✻ ✵✳✹ ✵✳✸ ✵✳✶ ✹✳✸ ✲✵✳✸ ✸✳✷ ✵✳✸ ✵✳✶ ✶✳✸ ✲✵✳✸ ✵✳✾
✶✾✾✻ t♦ ✶✾✾✾ ✸✼✳✼ ✾✳✷ ✾✳✾ ✶✽✳✼ ✷ ✵✳✶ ✲✶✳✹ ✵✳✹ ✸✳✶ ✶✳✹ ✲✵✳✸ ✵✳✻ ✶✳✺ ✲✵✳✷ ✲✶✳✸ ✷✳✶ ✹✳✺ ✷✳✶ ✶ ✸✳✸
✶✾✾✾ t♦ ✷✵✵✷ ✾✳✾ ✲✶ ✻✳✺ ✹✳✹ ✲✶✳✶ ✵✳✻ ✷✳✹ ✵✳✷ ✲✷ ✶ ✵✳✶ ✶✳✻ ✷✳✼ ✶✳✶ ✵ ✵✳✸ ✲✵✳✾ ✶✳✶ ✲✷✳✶ ✵✳✼
✷✵✵✷ t♦ ✷✵✵✺ ✷✶✳✷ ✶✵✳✶ ✲✵✳✻ ✶✶✳✽ ✵✳✶ ✲✵✳✹ ✵✳✻ ✲✵✳✹ ✲✷✳✷ ✵✳✷ ✲✷✳✶ ✵✳✹ ✷✳✷ ✲✷✳✷ ✸✳✻ ✲✶✳✹ ✸✳✽ ✶✳✾ ✹✳✷ ✶✳✸
✷✵✵✺ t♦ ✷✵✵✽ ✶✳✷ ✲✵✳✶ ✸✳✽ ✲✷✳✺ ✶✳✸ ✵✳✶ ✶✳✶ ✶ ✷✳✽ ✵✳✶ ✲✵✳✻ ✵✳✺ ✷✳✺ ✵✳✶ ✵✳✷ ✶ ✲✺✳✽ ✵✳✶ ✲✶✳✻ ✵✳✽
✷✵✵✽ t♦ ✷✵✶✶ ✺✳✶ ✵ ✸✳✽ ✶✳✸ ✲✵✳✾ ✵✳✶ ✲✷✳✹ ✲✵✳✹ ✸ ✲✵✳✸ ✵✳✺ ✵✳✷ ✲✷✳✺ ✷✳✺ ✵ ✵✳✸ ✶✳✽ ✵✳✽ ✵✳✺ ✵✳✻
✷✵✶✶ t♦ ✷✵✶✹ ✲✺✳✽ ✲✶✳✽ ✼ ✲✶✶ ✵✳✺ ✲✵✳✶ ✲✷ ✲✵✳✶ ✶✳✻ ✶✳✺ ✵✳✾ ✶ ✵✳✻ ✶✳✺ ✲✷✳✼ ✵ ✲✶✳✷ ✶✳✶ ✵✳✻ ✷

◆♦t❡✿ Pr✐❝❡✲ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮✳

✷✽



❚❛❜❧❡ ●✳✹✿ ❙❤❛r❡s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛

❨❡❛rs ❘❡s✐❞✉❛❧ ❘❡❣✐♦♥ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❆❣❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❊❞✉❝❛t✐♦♥

t②♣❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡ ▼❛❧❡ ❋❡♠❛❧❡
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