
Oskari Vähämaa

Layoff Orders and Occupational

Mobility via Unemployment

Aboa Centre for Economics
Discussion paper No. 101

Turku 2015

The Aboa Centre for Economics is a joint initiative of the
economics departments of the University of Turku and

Åbo Akademi University.



Copyright c© Author(s)

ISSN 1796-3133

Printed in Uniprint
Turku 2015



Oskari Vähämaa

Layoff Orders and Occupational Mobility via

Unemployment

Aboa Centre for Economics

Discussion paper No. 101
September 2015

ABSTRACT

This paper examines how a change in layoff order can affect the decom-
position and the size of unemployment in an equilibrium model where
workers make optimal occupational reallocation decisions. In a cal-
ibrated model, a policy that concentrates involuntary unemployment
incidences to inexperienced workers decreases workers’ incentives to
reallocate, compared to an equilibrium where everyone faces an identi-
cal unemployment risk, leading also to a decrease in aggregate unem-
ployment. Moreover, given that the human capital depreciation during
unemployment spells is strong, this policy change increases the market
output and on average does not harm inexperienced workers.
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◆❡✈❛❞❛ ♥❡❡❞ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t♦ ❞♦✑ ✭❏♦❤♥ ❈♦❝❤r❛♥❡✱ ◆♦✈ ✷✵✵✽✮

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s✇✐❢t ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦✉t✲

❝♦♠❡s ✐s ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞✶✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡✲

❝❧✐♥✐♥❣ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❡s ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ❝♦st❧②✷✳ ■♥✈♦❧✉♥t❛r② ✉♥✲

❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❣✐✈❡ ♣❡♦♣❧❡ ❛ ❝❤❛♥❝❡ t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❝♦sts

s✐♥❝❡ ❢♦r❡❣♦♥❡ ✇❛❣❡s ❛r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞ s♦ ✉♥❡♠✲

♣❧♦②♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ♠❛② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ ❛s♣❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡❝♦♥♦♠②✬s

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❛❧❧ ♥❛✐❧ ♣♦✉♥❞❡rs ✐♥ ◆❡✈❛❞❛ ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♠♦✈❡✱ ❡✈❡♥

✐❢ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❛❢t❡r♠❛t❤ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ t❤❡

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡❝t♦r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇❤❛t ♣♦❧✐❝② ♠❡❛s✉r❡s ❝♦✉❧❞ s♣❡❡❞ ✉♣

t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❧♦♦❦ ❛t ❤♦✇ ❛ ❧❛②♦✛ ♦r❞❡r t❤❛t ♣r♦t❡❝ts

❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ♦✈❡r ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ♦♥❡s✱ ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥

❛ st❛t✐♦♥❛r② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s s✐♠♣❧❡✿ ✇❤❡♥ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts ❛r❡

❧♦❝❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ▲✉❝❛s ❛♥❞ Pr❡s❝♦tt ✭✶✾✼✹✮✱ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥✈♦❧✲

✉♥t❛r② ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇♦r❦❡rs ❞✐✛❡r ✐♥

❧♦❝❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ t❤❡② ♣♦ss❡ss✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇❛✐t✐♥❣ ✐s ❤✐❣❤❡r ❢♦r

✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs t❤❛♥ ✐t ✐s ❢♦r ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦✲

❡rs✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②♦✛ ♦r❞❡rs ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t

❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ✐❞❡❛✱ ■ ❜✉✐❧❞ ❛ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞

✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ♠❛❦❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥✲

t❛✐♥s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡❧②✲❧✐✈❡❞ ✇♦r❦❡rs✳

❲♦r❦❡rs ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✇❤✐❧❡ ✇♦r❦✐♥❣✳ ■♥ ♦r❞❡r

t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②♦✛ r✉❧❡s✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡t ✐s ❛❧s♦ s❡❣✲

♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t s❤♦♣♣❡rs ❡♥t❡r ✐♥t♦ ❧♦❝❛❧ ♠❛r❦❡ts ✇✐t❤ ❛ ❧✐❝❡♥s❡ t♦

❝♦♥s✉♠❡ ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥t♦ ❧♦❝❛❧ ♠❛r❦❡ts ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥✳

❚❤✐s ❣❡♥❡r❛t❡s ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦rt❡❞ ♦✉t ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ ♣r✐❝❡s✳

✶❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜r♠ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❍♦♣❡♥❤❛②♥ ❛♥❞ ❘♦❣❡rs♦♥ ✭✶✾✾✸✮✱ ❡♠♣❤❛s✐③❡
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s✳ ■♥ ❣r♦✇t❤ t❤❡♦r②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❘❡st✉❝❝✐❛✱
❨❛♥❣ ❛♥❞ ❩❤✉ ✭✷✵✵✽✮✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❢❛❝t♦r r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s
❢♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✳

✷❚❤❡ ❝♦st ♦❢ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❞✐r❡❝t ♠♦♥❡t❛r② ❝♦sts s✉❝❤ ❛s tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦sts ✭❍❡❝❦♠❛♥
❡t ❛❧ ✱✶✾✾✾✱ r❡♣♦rt t❤❛t ❞✐r❡❝t tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦sts ❛r❡ ✷✵✵✵ t♦ ✸✵✵✵ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❯❙ ✶✾✾✼ ❞♦❧❧❛rs✮
❛♥❞ ❧♦st ✇❛❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❧♦✇ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s ❢♦r ✇♦r❦❡rs ✇❤♦
r❡❛❧❧♦❝❛t❡ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ s♣❡❧❧s ❢♦r ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ ❛r❡ r❡✲❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ♦❧❞ s❡❝t♦r
✭❋♦r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r✲ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲s❡❝t♦r❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❙❤✐♥ ❛♥❞ ❙❤✐♥✱
✷✵✵✽✮
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❋r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦❡rs✬ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts ❛r❡ ❧✐❦❡

❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts ❢♦r st❡✈❡❞♦r❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳ ❲♦r❦❡rs ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❤❛r❜♦r ✐♥ t❤❡

♠♦r♥✐♥❣ ❛♥❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ ♠❛♥② s❤✐♣s ❤❛✈❡ ❛rr✐✈❡❞ ♦r ✇✐❧❧ ❛rr✐✈❡ ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ❞❛②✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐r❡❞✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ❝r❡❛t❡s ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡

s♦♠❡ ✇♦r❦❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❧❛✐❞✲♦✛ ✭♦r ♥♦t ❜❡ ❤✐r❡❞ ❢♦r t❤❛t ❞❛②✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡✲

♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇✳ ❯♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ❝❛♥ t❤❡♥ ❡✐t❤❡r ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✇❛✐t ❢♦r ❛ ❥♦❜ ♦r t♦

r❡❛❧❧♦❝❛t❡✳ ❊♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ♠❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❜✉t ❛r❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❧❡ss

♠♦❜✐❧❡ s✐♥❝❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡♠ t♦ ❢♦r❣♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞ ✇❛❣❡✳

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢

❑❛♠❜♦✉r♦✈ ❛♥❞ ▼❛♥♦✈s❦✐✐ ✭✷✵✵✾ ❛✮✳ ❚❤❡② ✜♥❞ ❧❛r❣❡ r❡t✉r♥s ♦♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧

t❡♥✉r❡ ✇❤✐❧❡ ✜r♠ ❛♥❞ ✐♥❞✉str② t❡♥✉r❡ ♣❧❛②s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠✐♥♦r r♦❧❡ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣

✇❛❣❡s✸✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧✱ t❤❡② ❛❧s♦ r❡♣♦rt

s✐③❛❜❧❡ ✇❛❣❡ ❧♦ss❡s ❢♦r ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦✱ ❛❢t❡r ❛♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧✱

r❡❡♠♣❧♦② ✐♥ ❛ ♥❡✇ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡✲

❝✐s✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✇♦r❦❡rs✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡

❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❑❛♠❜♦✉r♦✈ ❛♥❞ ▼❛♥♦✈s❦✐✐

✭✷✵✵✾ ❛✮ ❛❧s♦ r❡♣♦rt ✇❛❣❡ ❧♦ss❡s ❢♦r ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❛❦❡ t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ■

❢♦❧❧♦✇ ▲❥✉♥❣q✈✐st ❛♥❞ ❙❛r❣❡♥t ✭✶✾✾✽✮✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❝❛♥ ❡r♦❞❡

❞✉r✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ tr❛❝t❛❜❧❡✱ ■ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ✜r♠s ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣♦s❡s ❛ ❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡ ♦♥

✇♦r❦❡rs✬ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥

✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❥♦❜ ♠❛r❦❡t st❛t✉s✮ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t

❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✜r♠s ❞♦ ♥♦t ❝❛r❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡②

✜r❡ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ♦r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s

s❡t ✉♣✱ ■ ❧♦♦❦ ❛t ❤♦✇ t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥✲

♦♠② ♠♦✈❡s ❢r♦♠ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r②♦♥❡ ✐s ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦✱ t♦ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs

❛r❡ ❛❧✇❛②s ❧❛✐❞ ♦✛ ✜rst✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✜r♠s✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② s♦❝✐❡t②✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ♠❛t❝❤

t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❯❙✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t✱

✸❊st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❜② ❙✉❧❧✐✈❛♥ ✭✷✵✶✵✮ ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ✈✐❡✇ t❤❛t ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ❤✉♠❛♥
❝❛♣✐t❛❧ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❍❡ ❛❧s♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✉str② s♣❡❝✐✜❝ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐❢
✇✐t❤✐♥✲✜r♠ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✳

✷



❝♦♥tr❛st✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡ ❛❝t✉❛❧❧② r❡❞✉❝❡s ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❜✐❧✐t② ❜② ✶✻✲✷✼✪✹ ❚❤✐s ♦❝✲

❝✉rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♥♦✇ ♠♦r❡ ♣r♦✲

t❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥st ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♥✈♦❧✉♥t❛r② ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞

s♣❡❧❧s✳ ❚❤✐s ✏✐♥s✉r❛♥❝❡✑ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡s ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ r❡❛❧✲

❧♦❝❛t❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❥♦❜✱ s✐♥❝❡ r❡t✉r♥s ♦♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡

❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛r❡ ❛❧s♦ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦✛s❡t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡s❡

❡✛❡❝ts t❤❡ ♠❛r❦❡t ♦✉t♣✉t ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥❝r❡❛s❡s ✶✳✺✲✶✳✻✪✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ ✐s❧❛♥❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❑❛♠✲

❜♦✉r♦✈ ❛♥❞ ▼❛♥♦✈s❦✐✐ ✭✷✵✵✾ ❜✮✳ ■♥ t❤❡✐r ♣❛♣❡r✱ ✐s❧❛♥❞s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♦❝❝✉✲

♣❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇♦r❦❡rs ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜②✲

❞♦✐♥❣✲❢❛s❤✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♠♣❧② t❤❛t

✇♦r❦❡rs✬ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡✐r ❢♦❝✉s ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s

t❤❡② ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✇❛❣❡

✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ■ ❛❧s♦ ❛❞❞ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s t♦ t❤✐s ✐s❧❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✲

s✐❞❡r ❧❛②♦✛ ♣r❛❝t✐❝❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ♠② ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♠✐s♠❛t❝❤

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛ ❧❛ ❙❤✐♠❡r ✭✷✵✵✼✮✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ✈❛❝❛♥❝✐❡s

t②♣✐❝❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠✐s♠❛t❝❤ ♣❛♣❡rs✳ ❍❡r❡ ✐t ✐s t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❤♦♣♣❡rs ❛♥❞

s❡❧❧❡rs t♦ ♠❡❡t t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇✐❧❧

r❛t❤❡r st❛② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡✐r ♣r❡✈✐♦✉s ❥♦❜ t❤❛♥ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ♦♥❡✳

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠✐s♠❛t❝❤ ❛♥❞ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧✲

♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❛❧s♦ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥❡✇ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡

t❤❛t ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦✲

❡rs ❛❝r♦ss ❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts✳ ■♥ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤②

✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ♠❛② ♣r❡❢❡r st❛②✐♥❣ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ♦✛❡r ❜❡tt❡r ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❆❧✈❛r❡③ ❛♥❞ ❙❤✐♠❡r ✭✷✵✶✶✮ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t t♦ r❡st ❛♥❞ r❡✲

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✱ r❡st ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ s✐♥❝❡

r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❜❡tt❡r ✐♥❞✉str✐❡s ✐s ❝♦st❧② t✐♠❡✲ ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡✲✇✐s❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t

s♦♠❡ ✇♦r❦❡rs ✜♥❞ ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ st❛② ✐♥❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ✐♥❞✉str② ❛♥❞ ✇❛✐t

✹❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❧❛② ♦✛ ♦r❞❡r ♦♣❡♥s ✉♣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳
❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s s✐♥❝❡ ♥♦✇ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡✲
♠❡♥ts✳ ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r ✐❢ ❛❧❧ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs
❞❡❝✐❞❡ t♦ st❛② ✐♥ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✳ ❘❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
❝❤❛♥❣❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❛t ✐ts ❧♦✇❡st ❛♥❞
❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡✳

✸



❢♦r ✐♥❞✉str② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ✐♠♣r♦✈❡✳ ❈❛rr✐❧❧♦✲❚✉❞❡❧❛ ❛♥❞ ❱✐ss❝❤❡rs ✭✷✵✶✹✮ t❛❦❡

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧s ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t

st❛t✉s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳✺ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ ❈❛rr✐❧❧♦✲

❚✉❞❡❧❛ ❛♥❞ ❱✐ss❝❤❡rs ✭✷✵✶✹✮✱ ✇❤♦ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr❛✲✐s❧❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

s❡t✉♣ ♦❢ ▼♦rt❡♥s❡♥ ❛♥❞ P✐ss❛r✐❞❡s ✭✶✾✾✹✮ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ r❡st ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱

■✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❇✐r❝❤❡♥❛❧❧ ✭✷✵✶✶✮✱ ✉s❡ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s ❛s ❛ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❜❡❤✐♥❞

✐♥✈♦❧✉♥t❛r② ✐♥tr❛✲✐s❧❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ♣❛♣❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥

r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❢❛❝ts✳✻▼② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s

t♦ ❧♦♦❦ ❛t ❤♦✇ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s♦❝✐❡t②✱ ✐✳❡✳✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②♦✛ ♦r❞❡rs✱

❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡r ♣r♦❞✉❝✲

t✐✈✐t②✼✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡

❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡①✲

♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♣r♦t❡❝t❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛♥❛❧②③❡s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✇❤✐❧❡ s❡❝t✐♦♥ ✹ st❛t❡s t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ r❡✲

♣♦rt❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺ ✇❤✐❧❡ s❡❝t✐♦♥ ✻ ❧♦♦❦s ❛t t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝t✐♦♥

✼ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛♣❡r✳

✷ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❧❛②♦✛

♦r❞❡rs✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦ ✇❤✐❧❡

s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❢❛❝❡ ❛♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t

r✐s❦ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs t♦ ❛❜s♦r❜ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞

s❤♦❝❦✳ ❋♦r ❜r❡✈✐t②✱ ■ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤✐s ❧❛②♦✛ r✉❧❡ ❛ ✏s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡✑✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ t❤❛t ✇♦r❦❡rs ❤❛✈❡ t❤❛t ❛✛❡❝ts t❤❡✐r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡✐r t❡♥✉r❡✳

✺❲✐t❤ t❤✐s r❡s♣❡❝t t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❆❧✈❛r❡③ ❛♥❞ ❙❤✐♠❡r✱ ✷✵✶✷✱ ✐s ❛❧s♦ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡✐r
♣❛♣❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❢♦r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs✳

✻❋♦r ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s❡❡ ❈❛rr✐❧❧♦✲❚✉❞❡❧❛ ❛♥❞ ❱✐ss❝❤❡rs ✭✷✵✶✹✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ❧✐♥❦s
❜❡t✇❡❡♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❞✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❲✐❝③❡r ✭✷✵✶✸✮✳ ❋♦r ♠❡❞✐✉♠ r✉♥ tr❡♥❞s✱
s❡❡ ❇✐r❝❤❡♥❛❧❧ ✭✷✵✶✶✮✳

✼❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐s❧❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♣♦❧✐❝② ♠❡❛♥s ♠②
s❡t ✉♣ ✐s ✐♥ s♣✐r✐t s✐♠✐❧❛r t♦ ❆❧✈❛r❡③ ❛♥❞ ❱❡r❛❝✐❡rt♦ ✭✶✾✾✾✮ ✇❤♦✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ❧♦♦❦ ❛t
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡s ❛♥❞ ✜r✐♥❣ t❛①✐❡s✳
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✷✳✶ ❊❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛ss ♦♥❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡❧②✲❧✐✈❡❞ ✇♦r❦❡rs ❞✐str✐❜✉t❡❞

❛❧♦♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✐s❧❛♥❞s✳ ❲♦r❦❡rs ❞✐✛❡r ✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦✲

❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s✳ ■ ✐♥t❡r♣r❡t ✐s❧❛♥❞s ❛s ❞✐✛❡r❡♥t

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ln(z(l))✱ ✐s ❛ss✉♠❡❞

t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ❆❘✭✶✮✲♣r♦❝❡ss✳ ❉❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥✈♦❧✉♥t❛r② ✉♥❡♠♣❧♦②✲

♠❡♥t✳ ❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p✱ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ l ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t

❧❡✈❡❧✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s✱ ❢r❛❝t✐♦♥ D ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② r❡♠❛✐♥s ✉♥✉s❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇♦r❦❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ♦r ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ✐♥❡①♣❡r✐✲

❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r ✐s ✇♦r❦✐♥❣✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ α, t❤❛t s❤❡ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡

❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r✳ ❊①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐s ❧♦❝❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐❢ ❛

✇♦r❦❡r ❞❡❝✐❞❡s t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡✱ s❤❡ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r ✐♥ ❤❡r

♥❡✇ ✐s❧❛♥❞✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r

❞✉r✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐✲

❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r ✇❛✐ts ❢♦r ❛ ❥♦❜ ✐♥ ❤❡r ❝✉rr❡♥t ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② γ

t❤❛t s❤❡ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r✳ ❘❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥

✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉t ✐t ✇✐❧❧ t❛❦❡ t✐♠❡✳ ■❢ ❛ ✇♦r❦❡r ❞❡❝✐❞❡s t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡✱ s❤❡ ✇✐❧❧ ♥♦t

❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ❞✉r✐♥❣ t❤❛t ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞ s❤❡

✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥ r❛♥❞♦♠❧②✳

❚■▼■◆●✳ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ♣❡r✐♦❞✳ ◆❡①t✱ ♥❛t✉r❡ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❆t t❤✐s

♣♦✐♥t ✇♦r❦❡rs ❞✐s❝♦✈❡r ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❥♦❜ ♦r ♥♦t✳ ❆❢t❡r t❤✐s✱ ❡♠♣❧♦②❡❞

✇♦r❦❡rs ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✇♦r❦ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❛❣❡ ♦r ✇❤❡t❤❡r

t❤❡② ♣r❡❢❡r t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡✳ ❯♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✇❛✐t ✐♥ t❤❡✐r ❝✉r✲

r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦r t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✇♦r❦❡rs ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ♣r♦✲

❞✉❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

✇♦r❦❡rs t❤❛t ❤❛❞ ✇♦r❦❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞

❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs t❤❛t ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✇❛✐t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ ✇♦r❦❡rs t❤❛t ❞❡❝✐❞❡ t♦

r❡❛❧❧♦❝❛t❡✱ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞✳

❉❊▼❆◆❉ ❙❍❖❈❑❙✳ ❲♦r❦❡rs ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❧❛r❣❡ ❢❛♠✐❧✐❡s t❤❛t ❢✉❧❧② ✐♥s✉r❡ t❤❡♠

❛❣❛✐♥st ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s✳

❚❤❛t ✐s✱ ❡❛❝❤ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❜t❛✐♥s ❡q✉❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❤❛r❡s✳ ●♦♦❞s

♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s✳ ■ ❛ss✉♠❡

t❤❛t ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡ts ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡rs

❤❛✈❡ t♦ tr❛✈❡❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛r❝❤✐♣❡❧❛❣♦ t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡✐r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❤❛r❡s✳ ❚❤❡

✇❡❛t❤❡r ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ✐s❧❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❣♦♦❞ ♦r ❜❛❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❛❞

✺



✇❡❛t❤❡r ✐s p✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♣❛st r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡❛t❤❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ♦t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✇❡❛t❤❡r ✐s ❜❛❞✱ ♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ 1 −

D✱ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥s✉♠❡rs ✜♥❞ t❤❡✐r ✇❛② t♦ t❤❡ ✐s❧❛♥❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡✐r

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❤❛r❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ l

C(l) = c(l)h(l),

✇❤❡r❡ h(l) ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t t❛❦❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 − p

❛♥❞ ✈❛❧✉❡ 1 − D ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p✳ c(l) ✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❤❛r❡

t❤❛t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❤❛s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✉♠❡r✳ ■t ✐s s❡t ✐♥

❛ ✇❛② t❤❛t c(l) ∗ 1 = yp(l)✱ ✇❤❡r❡ yp(l) ✐s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦ str✉❝t✉r❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❇✐r❝❤❡♥❛❧❧ ✭✷✵✶✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❤✐s ♣❛♣❡r ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s ❛r❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s ❛♥❞ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ s❤♦❝❦s✱ ✇❤✐❧❡ ❤❡r❡ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s ❛r❡ ♣✉r❡❧②

✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ D = 1✱ ✇❤✐❧❡ ■ ❛ss✉♠❡ D t♦ t❛❦❡

s♦♠❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ③❡r♦ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②✲♦✛ s❝❤❡♠❡s✳

P❘❖❉❯❈❚■❖◆✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ l ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣②

y(l) = z(l)(kie ∗ gie,job + ke ∗ ge,job),

✇❤❡r❡ ke ❛♥❞ kie ❛r❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❢♦r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛♥❞ ✐♥❡①♣❡r✐✲

❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ gie,job ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs

✇❤♦ ✇❡r❡ ♦✛❡r❡❞ ❛ ❥♦❜ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ l ✇❤✐❧❡ ge,job ❣✐✈❡s

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs t❤❛t ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦r

♠❛r❦❡ts gi,job, i = {ie, e}, ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t②♣❡ i ✇♦r❦❡rs

♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✱ mb
i ✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ln(z′(l)) = (1− ρ)a+ ρln(z(l)) + ǫ′t,

0 < ρ < 1 ❛♥❞ ǫ′ ∼ N(0.σ2). ▼❛r❦❡ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧②

❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ✇❛❣❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

wie = z(l)kie

we = z(l)ke

❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧s ❡♥s✉r❡s
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t❤❛t ✇❛❣❡s ❢♦r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✇❛❣❡s ❢♦r ✐♥❡①♣❡✲

r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs✳✽ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t

s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ ✜r♠s ❛r❡ ✐♥✲

❞✐✛❡r❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤♦ t❤❡② ❤✐r❡✳ ❍❡r❡ ■ s✐♠♣❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ✇♦r❦❡r

❢❛❝❡s ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ D✱ ♦❢ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❤✐r❡❞ ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞

✐s ❧♦✇✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs ❣❡tt✐♥❣

❧♦st ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❡❛t❤❡r ✐s ❜❛❞✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞ ♣❡r✐♦❞s gi,job ✐s ❢✉rt❤❡r

r❡str✐❝t❡❞ ✐✳❡✳ gi,job ≤ (1−D)mb
i ✐❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇✳

❲❖❘❑❊❘❙✬ P❘❖❇▲❊▼✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇♦r❦❡rs s✐♠♣❧②

♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐♥❝♦♠❡s✳ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇♦r❦❡rs ❡❛r♥ ✐♥❝♦♠❡ br ✇❤❡♥

t❤❡② ❛r❡ ✇❛✐t✐♥❣ ❛♥❞ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ ❞❡❝✐❞❡ t♦ s✇✐t❝❤ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ s❡❛r❝❤❡rs✮

❞♦ ♥♦t ❡❛r♥ ❛♥②t❤✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❲♦r❦❡rs t❛❦❡ ✇❛❣❡s ❛♥❞

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s❡❛r❝❤✱ θ✱ ❛s ❣✐✈❡♥✳ ❆ ✇♦r❦❡r ✇❤♦ ✐s ♦✛❡r❡❞ ❛ ❥♦❜✱ ♠❛❦❡s ❤❡r ❞❡❝✐s✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ✇♦r❦✐♥❣✱ ❲✱ ✇❛✐t✐♥❣✱ ❘✱ ❛♥❞ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ✇♦r❦❡r ✇❤♦ ❝❛♥♥♦t

✇♦r❦✱ ♠❛❦❡s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛✐t✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❢♦r ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ ❛ ❥♦❜ ♦✛❡r ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st❛❣❡

✐s

Vie,job(z) = max{Wie(z), Rie(z), θ}

Wie(z) = wie(z) + β[αEV b
e (z

′) + (1− α)EV b
ie(z

′)]

Rie(z) = br + βEV b
ie(z

′),

✇❤❡r❡ V b
ie(z

′) ❣✐✈❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s ❛r❡

r❡✈❡❛❧❡❞✱ α ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❦✐❧❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ V b
e (z) ❣✐✈❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣

❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r ✇❤♦ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❥♦❜ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②

Vie,nojob(z) = max{Rie(z), θ},

✇❤❡r❡ Rie(z) ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❜❡❢♦r❡✳

❱❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r ❛r❡ s✐♠✐❧❛r

Ve,job(z) = max{We(z), Re(z), θ}

✽❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛❧✇❛②s t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ❤✐❣❤❡r
♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❥♦❜ ♠❛r❦❡t st❛✲
t✉s✭❡♠♣❧♦②❡❞ ♦r ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞✮✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ✏s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡✑
s✐♥❝❡ ✐t ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t❤❛t ■ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✼



Ve,nojob(z) = max{Re(z), θ}

We(z) = we(z) + βEtV
b
e (z

′)

Re(z) = br + β[(1− γ)EtV
b
e (z

′) + γEtV
b
ie(z

′)],

✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❦✐❧❧ ❧♦ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣❡r✐♦❞✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✜r♠s✬ ❤✐r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥

r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s

EtV
b
i (z

′) = (1− pD)EVi,job(z
′) + pDEVi,nojob(z

′),

✇❤❡r❡ i = {ie, e}✳ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t br < wie(z) ❢♦r ❛❧❧ z✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

✇♦r❦❡rs ✇❤♦ ❛r❡ ♦✛❡r❡❞ ❛ ❥♦❜ ❛❧✇❛②s ♠❛❦❡ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ❛♥❞

r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

❊◗❯■▲■❇❘■❯▼✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ■ ❛ss✉♠❡❞ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ■ ❝❛♥

s♦❧✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts ♦✈❡r t❤❡ ✐s✲

❧❛♥❞s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ■ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✜rst ❛♥❞ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❦❡rs ♦✈❡r ✐s❧❛♥❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s

✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

▼❡♥③✐♦ ❛♥❞ ❙❤✐ ✭✷✵✶✵✮ ❝❛❧❧ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛ ❜❧♦❝❦ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

■♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✱ ❈❛rr✐❧❧♦✲

❚✉❞❡❧❛ ❛♥❞ ❱✐ss❝❤❡rs ✭✷✵✶✹✮ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ s❤♦❝❦s ❥♦✐♥t❧②✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✇♦r❦❡rs ❛❢t❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡✈❡❛❧❡❞ ✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❧✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② m = (mie,job, mie,nojob,

me,job, me,nojob)✳ ■ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢

✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs✿ mb = (mb
ie,m

b
e). ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ mb

t♦ ♠ ✐s tr✐✈✐❛❧✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❧❡✈❡❧ ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❛t ✐s✱

mi,job = mb
i − δ(Dm

i
)

mi,nojob = δDmi,

✇❤❡r❡ i = {ie, e} ❛♥❞ δ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵ ✐❢ ❞❡✲

♠❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞ ♦❢ ✶ ✐❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ❛s

m = F (mb, δ). ◆❡①t✱ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ m t♦ mb′✭♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✇♦r❦❡rs ❛t t❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞ ✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❧✮ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ s❡❛r❝❤

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛s✉r❡✱ ❙✱ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞
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♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ s✇✐t❝❤❡rs✱ ❛rr✐✈❡s ♦♥ ❛♥ ✐s❧❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳ ■❢

g(m, z) = (gie,job, gie,nojob, ge,job, ge,nojob) ❣✐✈❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦

❞❡❝✐❞❡❞ t♦ st❛② ❛tt❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t

mb′

ie = (1− α)gie,job + gie,nojob + γge,nojob + S

mb′

e = ge,job + (1− γ)ge,nojob + αgie,job

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❛s mb′ = G(m, z).

❋✐♥❛❧❧②✱ P (δ) ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞❡♠❛♥❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s

❛s ✐♥ ❑❛♠❜♦✉r♦✈ ❛♥❞ ▼❛♥♦✈s❦✐✐ ✭✷✵✵✾ ❜✮ ♦♥❝❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦ r❡❝✉rs✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞

t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✶✳ ●✐✈❡♥ θ ❛♥❞ ✇❛❣❡s✱ Vie,job, Vie,nojob, Ve,job andVe,nojob s❛t✐s❢② t❤❡ ❇❡❧❧♠❛♥

❡q✉❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✳

✷✳ ❲❛❣❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡❧②✳

✸✳ ❘❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s gie,job, gie,nojob, ge,job and ge,nojob ❛r❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡

✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✭❛✮ ■❢ Vie,nojob(z) > θ✱ t❤❡♥ gie,nojob(m, z) = mie,nojob, gie,job(m, z) =

mie,job, ge,nojob(m, z) = me,nojob ❛♥❞ ge,job(m, z) = me,job ✭◆♦✲♦♥❡

r❡❛❧❧♦❝❛t❡s✮✳

✭❜✮ ■❢ Vie,nojob(z) = θ, Vie,job(z) > θ ❛♥❞ Ve,nojob(z) > θ✱ t❤❡♥

gie,nojob(m, z) = 0, gie,job(m, z) = mie,job✱ ge,nojob(m, z) = me,nojob

❛♥❞ ge,job(m, z) = me,job✭❛❧❧ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs r❡❛❧✲

❧♦❝❛t❡ ❛♥❞ ❡✈❡r②♦♥❡ ❡❧s❡ st❛②s✮✳

✭❝✮ ■❢ Vie,job(z) = θ ❛♥❞ Ve,nojob(z) > θ, t❤❡♥ gie,nojob(m, z) = 0,

gie,job(m, z) = 0, ge,nojob(m, z) = me,nojob ❛♥❞ ge,job(m, z) = me,job

✭❛❧❧ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs r❡❛❧❧♦❝❛t❡✮✳

✭❞✮ ■❢ Ve,nojob(z) = θ ❛♥❞ Vie,job(z) > θ, t❤❡♥ gie,nojob(m, z) = 0,

gie,job(m, z) = mie,job, ge,nojob(m, z) = 0 ❛♥❞ g(m, z) = me,job ✭❛❧❧

✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs r❡❛❧❧♦❝❛t❡✮✳

✭❡✮ ■❢ Vie,job(z) = Ve,nojob(z) = θ ❛♥❞ Ve,job(z) > θ✱ t❤❡♥

gie,nojob(m, z) = gie,job(m, z) = ge,nojob(m, z) = 0 ❛♥❞ ge,job(m, z) =

me,job ✭❛❧❧ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs r❡❛❧✲

❧♦❝❛t❡✮✳

✾



✭❢✮ ■❢ Ve,job(z) = θ, t❤❡♥ gie,nojob(m, z) = gie,job(m, z) = ge,nojob(m, z) =

ge,job(m, z) = 0 ✭❛❧❧ ✇♦r❦❡rs r❡❛❧❧♦❝❛t❡✮✳

✹✳ G(·)✱ t❤❛t ❡♠❜❡❞s t❤❡ ♣♦❧✐❝② r✉❧❡s t♦❣❡t❤❡r✱ ✇✐t❤ F (·)✱ Q(dz, Z ′) ❛♥❞ P (δ′✮✱

❣❡♥❡r❛t❡s ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐s❧❛♥❞s

µ(M ′, Z ′) =
∑

δ′∈∆′

P (δ′)

ˆ

(m,z):F (G(m,z),δ′)∈M ′

Q(z, Z ′)µ(dm, dz),

✇❤❡r❡ M ′ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✲✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ Z ′ ❛♥❞ ∆′ ❛r❡

s❡ts ♦❢ s❤♦❝❦s ❛♥❞ Q(dz, Z ′) ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

s❤♦❝❦s✳

✺✳ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② E =
´

(gie,job + ge,job)µ(dm, dz).

✻✳ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ✇❛✐t✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② WU =
´

(gie,nojob +

ge,nojob)µ(dm, dz)✳

✼✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts t❤❛t s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱ S✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t 1 = E +WU + S✳

✽✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐s θ = β
´

V b
ie(z)QS(z)✱ ✇❤❡r❡ QS(z) ✐s t❤❡ st❛t✐♦♥❛r②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛t ♣♦✐♥t ✸ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡ ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐✲

t✉t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ br < wie(z) ❢♦r ❛❧❧ z ✐♠♣❧② t❤❛t Vi,nojob ≤ Vi,job ❛♥❞ Vie,j ≤

Ve,j✇❤❡r❡ i = {ie, e} ❛♥❞ j = {nojob, job}. ❚❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡s ✇❤❡♥ r❡❛❧✲

❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❙♦ ✐❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ Vie,nojob > θ ⇒Vie,job(z) > θ, Ve,nojob(z) >

θ andVe,job(z) > θ✳

✷✳✷ ❊❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❛ ❧❛②♦✛ r✉❧❡ t❤❛t ♣r♦t❡❝ts ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

✇♦r❦❡rs

❍❡r❡ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② t❤❛t ✐s ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ❧❛②♦✛ ♦r❞❡r ✐♥ ❛❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ s♦ t❤❛t ❡①✲

♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦t❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥st ✐♥✈♦❧✉♥t❛r② ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s✳

❚❤❡ ❧❛②✲♦✛ ♣r♦❝❡ss st❛rts ❢r♦♠ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ♠♦✈❡s ♦♥ t♦ ❡①♣❡✲

r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs t♦ ❛❜s♦r❜

t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦✳ ❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ✭❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ♦r ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs

♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥✮✱ ❡✈❡r②♦♥❡ ✐s ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t

r✐s❦✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s str✉❝t✉r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ✐s❧❛♥❞s✳ ■❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐s

✶✵



❤✐❣❤✱ ❜♦t❤ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✭✐❢ ♣r❡s❡♥t✮ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♦✛❡r❡❞ ❛ ❥♦❜✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs t♦ ❛❜s♦r❜

t❤❡ s❤♦❝❦✱ s♦♠❡ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ♦✛❡r ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ✇✐❧❧ ♥♦t✳

❆❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✭✐❢ ♣r❡s❡♥t✮ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❥♦❜ ♦✛❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t

❡♥♦✉❣❤ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs t♦ ❛❜s♦r❜ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡①♣❡✲

r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇✐❧❧ ❣❡t ❛ ❥♦❜

♦✛❡r ❛♥❞ s♦♠❡ ✇✐❧❧ ♥♦t✳

❚❤❡ ❧❛②♦✛ ♣r♦❝❡ss ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦✇ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❦❡rs✱♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞s✬ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ mb′ ✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❦❡rs ❛r❡

Vie,job(z,m) = max{Wie(z,m), Rie(z,m), θ},

Vie,nojob(z,m) = max{Rie(z,m), θ},

Wie(z,m) = wie(z) + β[αEtV
b
e (z

′,mb ′

) + (1− α)EtV
b
ie(z

′,mb ′

)],

Rie(z,m) = br + βEtV
b
ie(z

′,mb′),

Ve,job(z,m) = max{We(z,m), Re(z,m), θ},

Ve,nojob(z,m) = {Re(z,m), θ},

We(z,m) = we(z) + βEtV
b
e (z

′,mb′),

Re(z,m) = br + β[(1− γ)EtV
b
e (z

′,mb′) + γEtV
b
ie(z

′,mb′)].

❲❤❡r❡

EtV
b
i (z

′,m′) = (1− pDi)EtVi,job(z
′,m′) + pDiEtVi,nojob(z

′,m′), i = {ie, e}

✇❤❡r❡

Die = min

{

D(kiem
b′

ie + kem
b′

e )

kiemb′

ie

, 1

}

De =







D(kiem
b
′

ie
+kem

b
′

e
)−Diekiem

b
′

ie

kemb′

e

0

if mb′

e 6= 0

if mb′

e = 0

❊◗❯■▲■❇❘■❯▼✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞✬s ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♥♦✇

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❛t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♥♦

❧♦♥❣❡r ❜❧♦❝❦ r❡❝✉rs✐✈❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛❣❡♥ts ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛✲

✶✶



t✐♦♥ r✉❧❡s g(m, z) ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠✉st

❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥✲

❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♣❛rt❧② str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✱ s✐♥❝❡ ❛♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

✇♦r❦❡r ✇❤♦ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ st❛② ✐♥ ❤❡r ❝✉rr❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❜❡tt❡r ♦✛ ✐❢ ♦t❤❡r

✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛❧s♦ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ st❛②✳✾ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢

♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❲❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst

❝❛s❡✱ ❛♠♦♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✱

■ ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝t t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❝✉rr❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ✇♦r❦❡r ❜❡❧✐❡✈❡s t❤❛t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❡rs

♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐s❧❛♥❞ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣ ✭❡✳❣✳ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡✲

r✐❡♥❝❡❞✮ st❛② ♣✉t ❛♥❞ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❣r♦✉♣ ♦♥❧② st❛rts ✐❢ ❣✐✈❡♥ t❤✐s ❜❡❧✐❡❢

t❤❡ ✇♦r❦❡r ✇❛♥ts t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡✳ ✶✵ ❆s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ■ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♦t❤❡r

❡①tr❡♠❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤❡r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❛❧✇❛②s ❝❤♦s❡♥✳

❲✐t❤ s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡s ♦❢ ✜r✐♥❣✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❛ ❧✐tt❧❡ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ♣❛rts ✶✱ ✸ ❛♥ ✽✳ ❆❧s♦ Die❛♥❞ De ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ F (·)✳

✶✳ ❣✐✈❡♥ θ✱ ✇❛❣❡s ❛♥❞ ♣♦❧✐❝✐❡s gi,j(z,m)✱ ✇❤❡r❡ i = {ie, e} ❛♥❞ j =

{job, nojob}✱ Vie,job✱ Vie,nojob✱ Ve,job ❛♥❞ Ve,nojob s❛t✐s❢② t❤❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡q✉❛✲

t✐♦♥s ❛❜♦✈❡

✸✳ ❚❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥s

✭❛✮ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤

✐✳ ■❢ gie,job(z,m) = mie,job ❛♥❞ ge,job(z,m) = me,job✱ t❤❡♥

Vie,job(z,m) > θ✳

✐✐✳ ■❢ gie,job(z,m) < mie,job ❛♥❞ ge,job(z,m) = me,job✱ t❤❡♥

Vie,job(z,m) = θ ❛♥❞ Ve,job(z,m) > θ✳

✐✐✐✳ ■❢ gie,job(z,m) = 0 ❛♥❞ ge,job(z,m) < me,job✱ t❤❡♥ Ve,job(z,m) =

θ✳

✭❜✮ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ Die < 1

✾■♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❢❡✇ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞ tr✉❡✱
s✐♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ ❛ ❥♦❜ ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢
❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞✳

✶✵❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐❢ ✇♦r❦❡rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡✐r
❛❝t✐♦♥s✳

✶✷



✐✳ ■❢ gie,nojob(z,m) = mie,nojob✱ gie,job(z,m) = mie,job ❛♥❞

ge,job(z,m) = me,job✱ t❤❡♥ Vie,nojob > θ✳

✐✐✳ ■❢ gie,nojob(z,m) < mie,nojob✱ gie,job(z,m) = mie,job ❛♥❞

ge,job(z,m) = me,job✱ t❤❡♥ Vie,nojob = θ ❛♥❞ Vie,job > θ✳

✐✐✐✳ ■❢ gie,nojob(z,m) = 0✱ gie,job(z,m) < mie,job ❛♥❞ ge,job(z,m) =

me,job✱ t❤❡♥ Vie,job = θ ❛♥❞ Ve,job > θ✳

✐✈✳ ■❢ gie,nojob(z,m) = 0✱ gie,job(z,m) = 0 ❛♥❞ ge,job(z,m) < me,job✱

t❤❡♥ Ve,job = θ✳

✭❝✮ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ Die = 1

✐✳ ■❢ gie,nojob(z,m) = mie,nojob✱ ge,nojob(z,m) = me,nojob✱

ge,job(z,m) = me,job✱ t❤❡♥ Vie,nojob > θ✳

✐✐✳ ■❢ gie,nojob(z,m) < mie,nojob✱ ge,nojob(z,m) = me,nojob✱

ge,job(z,m) = me,job✱ t❤❡♥ Vie,nojob = θ ❛♥❞ Ve,nojob > θ✳

✐✐✐✳ ■❢ gie,nojob(z,m) = 0✱ ge,nojob(z,m) < me,nojob✱ ge,job(z,m) =

me,job✱ t❤❡♥ Ve,nojob = θ ❛♥❞ Ve,job > θ✳

✐✈✳ ■❢ gie,nojob(z,m) = 0✱ ge,nojob(z,m) = 0 ❛♥❞ ge,job(z,m) <

me,job✱ t❤❡♥ Ve,job = θ✳

✽✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s❡❛r❝❤ θ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② θ = β
´

V b
ie(z,m)µb(dz, dm)✳

❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝✲

t✐♦♥✳

✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❇❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧

t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♦♥❡✲✐s❧❛♥❞✲❢r❛♠❡✇♦r❦

✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✱ θ✱ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②♦✛ ♦r❞❡rs✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ✐s❧❛♥❞ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ s✉❜❥❡❝t t♦

♦♥❧② ♦♥❡ ♦♥❝❡✲✐♥✲❛✲❧✐❢❡t✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ s♦

❤✐❣❤ t❤❛t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞r♦♣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ✇♦r❦✐♥❣ ❛t t❤✐s

❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇♦r❦❡rs✳ ▼♦✈❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥

❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧s ❞✉r✐♥❣ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s ✐s ♥♦t

♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ α = γ = 0.

●✐✈❡♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ ■ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r♦♣ ♥❡❡❞❡❞✱ ✐♥

♦r❞❡r t♦ st❛rt t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❦❡r ❣r♦✉♣s ✇❤❡♥ t❤❡

✶✸



❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇✳ ❚❤❡ ✇♦r❦❡rs✬ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤

r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ✇✐❧❧ st❛rt t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳✶✶

■♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡s t✉r♥ ✐♥t♦ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❊❛❝❤

✇♦r❦❡r t②♣❡ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡

t❤❛t t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❤❛s t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛ ❥♦❜✳ ■♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❛❧s♦

♠♦r❡ ♠♦❜✐❧❡ t❤❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs

❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❝❝❡♣t ❧♦✇❡r ✇❛❣❡s ♣❡r ✉♥✐ts ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ t❤❛♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

✇♦r❦❡rs✳

▲❡t ✉s st❛rt ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤

❛♥ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❋✐rst✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝❤❛♥❣❡s ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡r❡

✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛②✲

✐♥❣ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t Vie,nojob(z
+
ie) = θ, t❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ t❛❦❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

Wie(z
+
ie) =

z+iekie + βpDθ

1− β(1− pD)
.

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ Rie(z
+
ie) = θ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r z+ie ❣✐✈❡s✿

z+ie = [
1− β

β(1− pD)
θ −

1− β(1− pD)

β(1− pD)
br]/kie.

❊♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❞❡❝✐❞❡ t♦ ♠♦✈❡ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ✐s❧❛♥❞ ✇❤❡♥

Vie,job(z
−

ie) = Wie(z
−

ie) = θ✳ ❙✐♥❝❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥

❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ Vie,nojob(z
−

ie) = θ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤r❡s❤♦❧❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

z−ie =
1− β

kie
θ.

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦❡rs ✇✐❧❧ st❛② ♦♥ t❤❡ ✐s❧❛♥❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡

✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✭t❤❡ ✇❛❣❡✮ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

✶✶■♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♠❛ss❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛♥❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ❛❧❧ ✇♦r❦❡rs ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❣r♦✉♣ ♠❛❦❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ t❤❡ ✏s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡✑✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s
t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r ✇♦r❦❡rs ❡♥❞ ✉♣ ♠❛❦✐♥❣ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞
❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❛ ❜❛♥❣✲❜❛♥❣ ♦♥❡✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✏s❡♥✐♦r✐t②
r✉❧❡✑✳
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❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

✇♦r❦❡rs ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ t❤❡② ❤❛✈❡✱ t❤❡ ❝✉t✲♦✛

✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❡q✉❛❧ ♦♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t

z+e = [
1− β

β(1− pD)
θ −

1− β(1− pD)

β(1− pD)
br]/ke,

z−e =
1− β

ke
θ.

◆❡①t✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♦❝✐❡t② ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❧❛②♦✛ ♦r❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ s❡❝✲

t✐♦♥ ✷✳✷✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs t♦

❛❜s♦r❜ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ✇♦r❦❡rs

♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐s❧❛♥❞✿ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞✱ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛♥❞

❡♠♣❧♦②❡❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦✇ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦ t♦♠♦rr♦✇ ❞❡✲

♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❦❡rs ♣r❡s❡♥t t♦♠♦rr♦✇✱mb′ ✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❦❡rs✳ ❆s ❜❡❢♦r❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧✲

❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳ ▲❡t ✉s st❛rt ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♥♦ ♦♥❡ ♠♦✈❡s

❣✐✈❡♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s t❤❛t ♥♦✲♦♥❡ ♠♦✈❡s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❢♦r

✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ✇♦r❦❡r ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ st❛②✱ z+ie(m), ✐s s✉❝❤ t❤❛t Rie(z
+
ie(m),m) = θ. ❋♦r

t❤✐s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ❝❛♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡

Wie(z
+
ie(m),m) =

z+ie(m)k(ie) + βpDieθ

1− β(1− pDie)
.

❯s✐♥❣ t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❡q✉❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇❛✐t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✿

z+ie(m) = [
1− β

β(1− pDie)
θ −

1− β(1− pDie)

β(1− pDie)
br]/kie.

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ s❡❡ t❤❛t z+ie(m) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ Die ❣✐✈❡♥ t❤❛t

♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✱ (1 − β)θ✱ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ br.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t z+ie(m) ✐s ❤✐❣❤❡r ✐❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs t♦❞❛②✱

mie✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs t♦❞❛②✱ me, ✐s ❧♦✇❡r✳

❆❧❧ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ♠♦✈❡ ✇❤❡♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❛❦❡s ❛ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✐s

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ z−ie(m), ✇❤❡r❡ W (z−ie(m),m) = θ✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ t❛❦❡s ❢❛✲

♠✐❧✐❛r ❢♦r♠

z−ie =
(1− β)θ

kie
.

❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❢♦r ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✐s
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✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ s♦ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s tr✉❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r

t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s❦✐❧❧✲❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢✉❧❧✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s

❢♦r ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ ❛ ❥♦❜ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ✇♦r❦❡rs ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐s❧❛♥❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ W (z−e (m),m) = θ, ❛❧❧ t❤❡

✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇✐❧❧ r❡❛❧❧♦❝❛t❡✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t

r✐s❦ ❢♦r ❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r ✐s D✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s✱ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ r✉❧❡ ❢♦r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

✇♦r❦❡rs t♦❞❛② ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧

mb
e mb

ie β kie ke p D br θ

✵✳✸ ✵✳✼ ✵✳✾✾ ✵✳✼ ✶ ✵✳✺ ✵✳✶ ✵✳✷ ✶✵✵

❚♦ ♦❜t❛✐♥ s♦♠❡ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s tr② ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❲✐t❤♦✉t t❤❡ s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡s

z+ie = 1.5009

z−ie = 1.4286

z+e = 1.0506

z−e = 1

❲❤❡♥ z > z+ie, ♥♦ ♦♥❡ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡✳ ❲❤❡♥ z−ie < z < z+ie, ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞

✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ♠♦✈❡✳ ❲❤❡♥ z+e < z < z−ie✱ ❛❧❧ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs

♠♦✈❡✳ ❲❤❡♥ z−e < z < z+e , ❛❧❧ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

✇♦r❦❡rs ♠♦✈❡✳ ■❢ ③ ❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ ♦♥❡✱ ❛❧❧ ✇♦r❦❡rs ♠♦✈❡✳

❲✐t❤ t❤❡ ✏s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡✑✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✇♦r❦❡rs ❛r❡

z+ie = 1.76

z−ie = 1.4286

z−e = 1

❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ✏s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡✑ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✷✳✷ ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❞✐r❡❝t

❝❤❛♥♥❡❧✿ ♠♦r❡ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❧❛✐❞ ♦✛ ✇❤❡♥ t❤❡

✶✻



✇❛✐t✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡✑ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t s♠❛❧❧❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦

tr✐❣❣❡r t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦✲

❡rs r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺ ✇❡

✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤❡r❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s❦✐❧❧ ❧❡✈❡❧s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤✉♠❛♥

❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞r✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛❝t✉❛❧❧②

❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ z+ie, ■ ♠❛❞❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t

♥♦ ♦♥❡ ✐s ♠♦✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤

t❤✐s ✐s✳ ❍❛❞ ■ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❡✈❡r② ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r ✇✐t❤♦✉t ❛ ❥♦❜ ✐s ♠♦✈✲

✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤✐s ✐s✱ t❤❡

❝✉t✲♦✛ ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ z+ie, s✐♥❝❡ Die ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❡r✳

✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜①❡s t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②✲

♠❡♥t s♣❡❧❧s ✇✐t❤♦✉t r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■ s❡t t❤✐s t♦ t❤r❡❡ ♠♦♥t❤s✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞

❜② t❤❡ ♠♦♥t❤❧② ♦✉t✢♦✇ r❛t❡s ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ ✇✐t❤♦✉t ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ s✇✐t❝❤❡s✱

r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✸✵✺ t♦ ✵✳✸✷✼✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✉s❡❞✱ r❡✲

♣♦rt❡❞ ❜② ❈❛rr✐❧❧♦✲❚✉❞❡❧❛ ❛♥❞ ❱✐ss❝❤❡rs ✭✷✵✶✷✮✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡

♣❡r✐♦❞✱ β ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✹✪ ❛♥♥✉❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳

❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❢♦r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ ke, ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦

✶✳ ■ s❡t kie = 0.84 t♦ ❜❡ ❜r♦❛❞❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❖▲❙ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❢♦r ✶ ❞✐❣✐t ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ r❡t✉r♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❑❛♠❜♦✉r♦✈ ❛♥❞ ▼❛♥♦✈s❦✐✐ ✭✷✵✵✾

❛✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r r❡s✉❧ts✱ ■ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t t❛❦❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✶✵ ②❡❛rs ♦❢

✇♦r❦✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ♦♥❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣

t❤❛t α = 0.025✳

■t ✐s ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ t❤❛t ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s ❛r❡ ❝♦st❧② ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ❢♦r❡❣♦♥❡ ✇❛❣❡s ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r❡✲❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✇❛❣❡s ✇❤✐❝❤ t❡♥❞ t♦

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳ ❏❛❝♦❜s♦♥ ❡t ❛❧✱ ✶✾✾✸ ❛♥❞ ❈♦✉❝❤ ❛♥❞ P❧❛❝③❡❦✱

✷✵✶✵✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ◆❡❛❧ ✭✶✾✾✺✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ✇❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s✱

❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ❝♦♥tr♦❧s✱ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✉str② s✇✐t❝❤✱ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇♦r❦✲

❡rs t❤❛t s✇✐t❝❤ ✐♥❞✉str✐❡s s✉✛❡r ❣r❡❛t❡r ✇❛❣❡ ❧♦ss❡s✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡

♦♥ ✇❛❣❡ ❧♦ss❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ t❡♥✉r❡ ❛♥❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ st❛②✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s s❝❛r❝❡✳ ❈❛rr✐❧❧♦✲❚✉❞❡❧❛ ❛♥❞ ❱✐ss❝❤❡rs ✭✷✵✶✷✮ r❡♣♦rt t❤❛t t❤❡ ♠❡✲

✶✼



❞✐❛♥ ✇❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ♣r✐♠❡ ❛❣❡❞ ❛♥❞ ♦❧❞❡r ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❛❜♦✉t ✲✶✵✪✱ ✇❤❡♥

t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✇❤✐❧❡ ②♦✉♥❣ ✇♦r❦❡rs✬ r❡✲❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✇❛❣❡s

❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ st❛②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❑❛♠❜♦✉r♦✈ ❛♥❞

▼❛♥♦✈s❦✐✐ ✭✷✵✵✾ ❛✮✱ t❤❡ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ st❛② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱ s✉✛❡r ❛ ✻ ✪

❞r♦♣ ✐♥ t❤❡✐r ❡❛r♥✐♥❣s✳ ■ s❡t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❦✐❧❧ ❡r♦s✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②✲

♠❡♥t s♣❡❧❧s ✇✐t❤♦✉t r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱γ✱ t♦ ✵✳✺✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛❣❡

❧♦ss ❢♦r ❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r ✐s ✽✪ ✐❢ ❤❡ ❞❡❝✐❞❡s t♦ st❛② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛✲

t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r②♦♥❡ ❢❛❝❡s ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦✱

t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦ss ♦❢ ✹✳✺✪ ❢♦r t❤♦s❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t

❝❤❛♥❣❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✳

❙✐♥❝❡ ■ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡st ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ■ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡

s✉r❡ t❤❛t ✇♦r❦❡rs ♣r❡❢❡r ✇♦r❦ ♦✈❡r ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛t ❛❧❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❤✐♠❡r ✭✷✵✵✼✮✱ ■ s❡t br t♦ ✵✳✹✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ D ❛♥❞ p ✐s ❞✐✣❝✉❧t s✐♥❝❡ ❛t

t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ ✇❡ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♣✐♥s ❞♦✇♥ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

■♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ■ ✜① D t♦ ✵✳✵✺✳ ▲❛t❡r ■ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♠②

r❡s✉❧ts ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✇♦r❦❡rs

❢❛❝❡ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦✱ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣❛t✲

t❡r♥s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■ t❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t

r✐s❦ t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t✇♦❢♦❧❞✳

❋✐rst❧②✱ t❤❡ s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✈❛r② ❛ ❧♦t ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ❛♥❞ ♦❝❝✉♣❛✲

t✐♦♥s✭✐♥❞✉str✐❡s✮ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝❧❡❛r ❧❛②♦✛ ♦r❞❡rs t♦ ♣r❛❝t✐❝❡s ✇❤❡r❡ s❡♥✐♦r✐t② ✐s

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② t❤✐♥❣s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ♣r❛❝t✐❝❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② q✉✐t❡

❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛②♦✛ r✉❧❡s ■ ❛♠ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✜r♠s ✉s❡ s♦♠❡

s♦rt ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ✜r✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ✐t r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ✜r♠ t❡♥✉r❡ ♥♦t t♦ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧

❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛s ✉♥✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✇r✐tt❡♥ r✉❧❡s

t❤❛t ♣r♦t❡❝t s❡♥✐♦r ✇♦r❦❡rs ❤❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞✳✶✷

■ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ❛ ♥❡✇ ❥♦❜ ✐♥ ❛ ♥❡✇ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝✲

t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡ ❛❢t❡r t❤❡② ❛❧s♦ s✇✐t❝❤❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r

♣r❡✈✐♦✉s ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡ts ✉s❡❞ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜②

❑❛♠❜♦✉r♦✈ ❛♥❞ ▼❛♥♦✈s❦✐✐ ✭✷✵✵✾ ❜✮ ✇❤♦ t❛r❣❡t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ r❡♣❡❛t❡❞

♠♦❜✐❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t s❡♣❛r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t

✶✷❋♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✇r✐tt❡♥ ❧❛②♦✛ r✉❧❡s ✐♥ ✉♥✐♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲✉♥✐♦♥✐③❡❞ ✜r♠s s❡❡ ❆❜r❛❤❛♠ ❛♥❞
▼❡❞♦✛✱ ✶✾✽✹✳

✶✽



✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ ❤❡r❡ ■ ❛♠ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②✲

♠❡♥t✳ ❋r♦♠ ❳✐♦♥❣ ✭✷✵✵✽✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧

s✇✐t❝❤❡s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s✳ ❲❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧

t❛r❣❡ts ❢♦r r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ ■ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡

♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❈❛rr✐❧❧♦✲❚✉❞❡❧❛ ❛♥❞ ❱✐ss❝❤❡rs ✭✷✵✶✹✮✱ ✇❤♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

♣❛tt❡r♥s ❛t t❤❡ ✶ ❞✐❣✐t ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣ ❙■PP ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✽✻ t♦ ✷✵✶✶✳ ❋♦r ❛❧❧ ✇♦r❦✲

✐♥❣ ❛❣❡s✱ ✺✵✪ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧

s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❥♦r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s✳ ▼② t❛r❣❡t ❢♦r t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ♠♦❜✐❧✐t②✱

✵✳✺✻✱ ✐s ❛❧s♦ ❢r♦♠ ❈❛rr✐❧❧♦✲❚✉❞❡❧❛ ❛♥❞ ❱✐ss❝❤❡rs ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❢♦r ❛❣❣r❡✲

❣❛t❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ✻✪✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦❣❡t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡

r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ r❡♣❡❛t❡❞ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t

✇✐t❤♦✉t r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✇❡✐❣❤t t♦ ❡❛❝❤ t❛r❣❡t✳ ❲❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡

♠♦❞❡❧✱ ■ ✉s❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❚❛✉❝❤❡♥ ✭✶✾✽✻✮ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛ ✶✺ st❛❣❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss✳

❚❛❜❧❡ ✷ r❡♣♦rts t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✸ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ t❛r❣❡ts

❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❢♦r t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠

❚❛❜❧❡ ✸✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ♦✉r st②❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞❛t❛ q✉✐t❡

✇❡❧❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞

✇❤♦ ❝❤❛♥❣❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❤❡♥

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r❡♣❡❛t❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s s♦♠❡✇❤❛t ✇❡❛❦❡r✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t✱ ✐♥ r❡❛❧✐t②✱

t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ♣❡rs✐st❡♥t t❤❛♥ t❤❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦

❣❡♥❡r❛t❡✳

❚❛❜❧❡ ✷✿ P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s

ke kie α γ p D ρ σ2 a β br

✶ ✵✳✽✹ ✵✳✵✷✺ ✵✳✺ ✵✳✹✷✽ ✵✳✵✺ ✵✳✾✼✼ ✵✳✵✸ ✵ ✵✳✾✾ ✵✳✹

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❚❛r❣❡ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♠♦❜✐❧✐t② r❡♣❡❛t❡❞ ♠♦❜✐❧✐t②

t❛r❣❡ts ✵✳✵✻ ✵✳✺✵ ✵✳✺✻

♠♦❞❡❧ ✵✳✵✺✾✹ ✵✳✺✵✵✹✺ ✵✳✻✶✸✸
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✺ ❘❡s✉❧ts

❚❛❜❧❡ ✸ ❛ss❡♠❜❧❡s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ r❡♣♦rts t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥s

❣✐✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ▲♦✇ ♠♦❜✐❧✐t② r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✇❤❡r❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s

t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ❲❤✐❧❡ ❤✐❣❤ ♠♦❜✐❧✐t②

r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ❛♠♦♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st

♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❝❤✲

♠❛r❦ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✹✪ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ ✐s ✐♥ t❤❡

♣r♦❝❡ss ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✶✳✾✵✪ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❢♦r❝❡ ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r

❛ ❥♦❜ ✐♥ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②✲

♠❡♥t✱ ✻✽✪✱ ✐s r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✇♦r❦❡rs ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st❛❣❡✳

❋r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ st❛②✐♥❣ ♦♥ ✐s❧❛♥❞s

✇❤❡r❡ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♥♦t ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ st❛②✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡r

❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s❧❛♥❞s✳ ❲✐t❤

t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✉s❡❞✱ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❢♦r ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs

❛r❡ s❛♠❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s❧❛♥❞s ✇❤❡r❡

t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ ✐s ❣r❛❞✉❛❧❧② ♠♦✈✐♥❣ ♦✉t ❛s ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s tr✐❣❣❡r

t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs

st❛② ♣✉t✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✐t

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❤♦✇ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦✇

♠♦❜✐❧✐t② s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❞r♦♣ ✐♥

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦✇ ✹✳✼✽ ✪✳ ❚❤✐s ❞r♦♣ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ r❡❛❧❧♦✲

❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✹✳✵✹✪ t♦ ✷✳✾✶✪✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✻✶✪

♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡ ♣r❛❝t✐❝❡

r❡❞✉❝❡s ♠♦❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ◆❡①t✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✺✼✪ t♦ ✼✵✪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱

❡ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t✇♦ ✐♥t❡rr❡❧❛t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❜✐❧✐t②

❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❋✐rst✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t t❤❡ ✇♦r❦❡rs✬ ✐♥✲

❝❡♥t✐✈❡s t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡ r❡❞✉❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✇♦r❦❡rs

♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❤❡♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs

❛r❡ ❧❛✐❞ ♦✛ ✜rst✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤

✷✵



❚❛❜❧❡ ✹✿ ❘❡s✉❧ts

❊q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦ s❡♥✐♦r✐t②

❧♦✇ ♠♦❜✐❧✐t② ❤✐❣❤ ♠♦❜✐❧✐t②

❙ ✹✳✵✸✺ ✷✳✾✵✼ ✸✳✺✵✹

❲❯✱ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✵✳✽✸✾ ✶✳✹✼✺ ✶✳✹✹✻

❲❯✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✶✳✵✻✾ ✵✳✸✾✼ ✵✳✹✷✼

t♦t❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✺✳✾✹✸ ✹✳✼✼✾ ✺✳✸✼✼

mb
e ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✺✼✳✵✵✽ ✼✵✳✵✾✶ ✻✾✳✽✸✷

mb
ie ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✹✷✳✾✾✷ ✷✾✳✾✵✾ ✸✵✳✶✻✽

ge,job ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✺✺✳✺✷✷ ✻✾✳✷✹✸ ✻✽✳✾✼✽

gie,job ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✸✽✳✺✸✻ ✷✺✳✾✼✽ ✷✺✳✻✹✺

❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ✶✵✶✳✾✵✹ ✶✵✸✳✺✵✼ ✶✵✸✳✹

❨✴◆ ✶✳✵✽✸ ✶✳✵✽✼ ✶✳✵✾✸

θ ✾✽✳✼✵✹ ✾✾✳✶✹✵ ✾✾✳✵✶✹

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ t♦ ✶✵✵✳ ❨✴◆ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♣r♦❞✉❝✲

t✐✈✐t②✳

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❧❡ss ♠♦❜✐❧❡✱ t❤✐s r❡❞✉❝❡s r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❜♦t❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❛t ✇♦r❦✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛t✲

t❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❛✐t✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❢♦r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs

✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵✪ ❧♦✇❡r ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❤❛s

✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✐♥

❋✐❣✉r❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❧❛②♦✛ ♦r❞❡r ✐s ♠❛✐♥❧② ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ❤✉♠❛♥

❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ ❤✐❣❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s❧❛♥❞s✳ ❚❤✐s ♦❝❝✉rs s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❛r❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡

✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ t❤❛t ♥♦✇ ❢❛❝❡ ❤✐❣❤❡r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦✱ ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦

st❛② ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ♥❡①t

s❡❝t✐♦♥ ❢✉rt❤❡r ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤✐s ✏✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛r❣✉♠❡♥t✑ ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts

r❡❛❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r γ✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs r❡✈❡❛❧s

t❤❛t✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①✲

♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♥♦✇ ♣✉s❤❡❞ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ✐s❧❛♥❞s ✇❤❡r❡ t❤❡② ✇❡r❡ ✇✐❧❧✐♥❣

t♦ st❛② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧✐❝②✳ ◆♦t❡✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥✲

❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ st❛② ♦♥ ✐s❧❛♥❞s ✇❤❡r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s t❛❦✐♥❣ t❤❡

✈❛❧✉❡ ✶ ✭t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✇❤❡r❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs

✐♥ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ st✐❧❧ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ✇❛✐t ❢♦r ❥♦❜s✮✳ ❚❤✐s✱ ❤♦✇✲

❡✈❡r✱ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ♠❛♥② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ♦♥ t❤❡ ✐s❧❛♥❞✳ ■♥

❢❛❝t✱ s♦♠❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✐s❧❛♥❞s

✷✶



t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❧♠♦st ✸✵✪ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝✉t✲♦✛

✈❛❧✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❡①tr❡♠❡❧②

❤✐❣❤ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ♣❡r✐♦❞s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

✇♦r❦❡rs✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ✐s❧❛♥❞s ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ s♦ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

t♦ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t✐st✐❝s ✐s s♠❛❧❧✳

■♥❝r❡❛s❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✐s ♦✛s❡t ❜② ❞❡✲

❝r❡❛s❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♥♦✇

✇✐❧❧✐♥❣ t♦ st❛② ♦♥ t❤❡ ✐s❧❛♥❞s ✇❤❡r❡ t❤❡② ✇❡r❡ ♥♦t ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ st❛② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ r❡t✉r♥s ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t

✐♥ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛r❡ ♥♦✇ ❤✐❣❤❡r s✐♥❝❡ ✇❤❡♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❜❡❝♦♠❡ ❡①✲

♣❡r✐❡♥❝❡❞ t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ s♣❡♥❞ ❧❡ss t✐♠❡ ✇❛✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t♦ st❛②

❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣❡r ♣❡r✐♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs

✇✐t❤ ❛ ❥♦❜ ❛r❡ ♦♥❧② ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ st❛② ✐♥ t❤❡s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❦ ❢♦r❝❡ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦ ✐s ♥♦t t♦♦ ❤✐❣❤✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡ r❡❞✉❝❡s

♠❛r❣✐♥❛❧❧② ✭❢r♦♠ ✵✳✵✽✹ t♦ ✵✳✵✽✶✮ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠♦❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡

✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♠♦❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞

✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t✉r♥✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs

r❡✈❡❛❧s t❤❛t s♦♠❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♥♦✇ st❛②✐♥❣ ✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡②

✇❡r❡ ♥♦t ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ st❛② ✇❤❡♥ ❡✈❡r②❜♦❞② ✇❛s tr❡❛t❡❞ ❡q✉❛❧❧②✳ ❚❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ ❛ ❥♦❜ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✇❛✐t✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥❡①♣❡r✐✲

❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ ❛❜♦✉t ✼✺✪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♥♦t✱ ♦♥

❛✈❡r❛❣❡✱ ✇♦rs❡ ♦✛✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛♥

✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠❧② ♣✐❝❦❡❞ ✐s❧❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✱

❛❝t✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s s♦♠❡✇❤❛t✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♠♦r❡ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♥♦✇ st❛②✐♥❣ ♦♥ ✏❧♦✇ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s❧❛♥❞s✑✱

t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❜✐❧✐t②✳ Pr♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❛❜♦✉t ✶✳✻✪ ❛♥❞✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ ✐s❧❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t ❤✉♠❛♥

❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❛❜♦r

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✶✳✵✽✸ t♦

✶✳✵✽✼✳

✷✷



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❲♦r❦❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s✱ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❲♦r❦❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ♦✈❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧✱ s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡ ❧♦✇ ♠♦❜✐❧✐t②

❚❤❡s❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐❝② r✉❧❡s ❢♦r ❤✐❣❤

❞❡♠❛♥❞ ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♣♦❧✐❝② r✉❧❡s ♦❢ ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ②♦✉ ❛r❡

♦✛❡r❡❞ ❛ ❥♦❜✳

✷✸



❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ s♦ ❢❛r ❛r❡ ♦♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✇❤❡r❡ ✇♦r❦❡rs ❜❡❤❛✈❡❞ ❛s ✐❢ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❝♦✲♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤

❣r♦✉♣✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t ❤♦✇ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♦t❤❡r

❡①tr❡♠❡✿ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st

♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❝❤♦s❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥s

t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧✐❝②

❡①♣❡r✐♠❡♥t st❛② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛②♦✛ ♦r❞❡r s❝❤❡♠❡ t❤❛t ♣r♦t❡❝ts ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

✇♦r❦❡rs r❡❞✉❝❡s r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣r♦❞✉❝❡❞

❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦✇ ✸✳✺ ✪

♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧♠♦st ✵✳✻✪

♠♦r❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ♠♦❜✐❧✐t② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤✐s ♥♦t❛❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞

♠♦❜✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ♦✉t♣✉t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ♠♦❜✐❧✐t② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡

♦✉t♣✉t ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❛❜♦✉t ✶✳✺✪ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛❧

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦✳ ■♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ♠♦❜✐❧✐t② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t

✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥

t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❛s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ♠♦❜✐❧✐t② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts

✐♠♣❧② t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝t ❢♦r t❤❡

❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ♠❛✐♥❧②

t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ✇♦r❦❡rs✬ ✈❛❧✉❡

❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✻ ❙❡♥s✐t✐✈✐t②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳ ■ ♦♥❧②

❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇ ♠♦❜✐❧✐t② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❤② ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧

♠♦❜✐❧✐t② ✈✐❛ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♣♦❧✐❝② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❤✉✲

♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t

t❤✐s✱ ■ ♥♦✇ ❡①♣❧♦r❡ ❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❣♦✈❡r♥s t❤❡

❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ γ, t❛❦❡s ❞✐✛❡r❡♥t

✈❛❧✉❡s ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❦❡♣t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✺ ❝♦❧❧❡❝ts t❤❡s❡ r❡✲

s✉❧ts✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ γ = 0.5, ❛r❡ ❛❧s♦

r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✲

✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ str♦♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥

r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡

✷✹



✇♦r❦❡rs✬ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡ r❡❞✉❝❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡str✉❝✲

t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❞♦✇♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ st✐❧❧ s♣❡♥❞✐♥❣

❧❡ss t✐♠❡ ❜❡✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥✲

❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ♦♥❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✶✺✳✽✪✳ ◆❡①t✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✐❢ γ ✐s

t❛❦✐♥❣ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝② st❛rts ❤✉rt✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇❤✐❝❤

✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ θ. ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥

t❤❡ ♠❛r❦❡t ♦✉t♣✉t ❛t ❧❡❛st s♦♠❡ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s✳

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦❧✐❝✐❡s ✇❤❡♥
γ t❛❦❡s ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s

γ ✵ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✺ ✵✳✼ ✵✳✽

r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✲✵✳✶✺✽ ✲✵✳✶✽✵ ✲✵✳✷✷✸ ✲✵✳✷✽✵ ✲✵✳✷✻✸ ✲✵✳✷✽✶

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✲✵✳✵✾✽ ✲✵✳✶✹✻ ✲✵✳✶✼✺ ✲✵✳✶✾✺ ✲✵✳✷✶✽ ✲✵✳✷✷✽

♦✉t♣✉t ✲✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✼ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✶✻ ✵✳✵✷✸ ✵✳✵✷✻

θ ✲✵✳✵✶✵ ✲✵✳✵✵✹ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✶✷

❚❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣♦rts ❤♦✇ t❤❡ ✭st❛t✐♦♥❛r②✮ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ t❡r♠s
✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♠♦✈❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦ t♦ ❛ ❧❛②♦✛ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❤❡r❡
✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❧❛✐❞✲♦✛ ✜rst ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇ ♠♦❜✐❧✐t② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❚❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐s t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r✱ γ.

■♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❣♦✈❡r♥s t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢ ❛ ❞❡✲

♠❛♥❞ s❤♦❝❦ ✇❤❡♥ ✐t str✐❦❡s✱ D✱ ✇❛s s❡t ❛t ✵✳✵✺✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦

♠❛t❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞

s❤♦❝❦s t♦ t❛❦❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s✳ ◆❡①t✱ ■ ❡①♣❧♦r❡ ❤♦✇ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ D ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ D t♦ t❛❦❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❧❡ ❛❞❥✉st✐♥❣ p s♦

t❤❛t pD st❛②s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②✲

♠❡♥t r✐s❦ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✏s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡✑ ❡❝♦♥♦♠② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ D

❛✛❡❝ts t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ s♦ ✐t ❝♦✉❧❞ ❛❧t❡r

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ♣❧❛✉s✐❜❧❡

✈❛❧✉❡s ♦❢ D✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ ❛r❡ ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡

♦❢ D s❡❧❡❝t❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✻ ❡①♣❧♦r❡s ❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❡①♣❡r✐♠❡♥t r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣r♦❝❡ss✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥

✐s ❢❛st✱ ✐✳❡✳ ρ t❛❦❡s ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s✱ ♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✐s ♠♦❞❡r❛t❡ t❤❡ ✐♥✲

tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✏s❡♥✐♦r✐t②✑ r✉❧❡ r❡❞✉❝❡s r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦st✳✶✸ ❆s ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

✶✸❖❜✈✐♦✉s❧② ✇✐t❤ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❡❝♦♥♦♠✐❡s

✷✺



❚❛❜❧❡ ✻✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦❧✐❝✐❡s ✇❤❡♥
t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦✱ D✱ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤✐❧❡ p ∗ D ✐s ❦❡♣t
✉♥❝❤❛♥❣❡❞

D ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✺ ✵✳✶ ✵✳✶✺ ✵✳✷

r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✲✵✳✷✼✹ ✲✵✳✷✽✵ ✲✵✳✷✽✹ ✲✵✳✷✺✹ ✲✵✳✷✻✻

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✲✵✳✷✵✸ ✲✵✳✶✾✺ ✲✵✳✷✵✵ ✲✵✳✶✽✺ ✲✵✳✶✾✼

♦✉t♣✉t ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✶✻ ✵✳✵✶✼ ✵✳✵✶✻ ✵✳✵✶✸

θ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✵✻

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣r♦❝❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r ✐♥ t❤❡

s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡ ❡❝♦♥♦♠② t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇❤❡r❡ ❡✈❡r②♦♥❡ ❢❛❝❡s ❛♥ ❡q✉❛❧ ✉♥✲

❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦✳ ❲❤❡♥ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s

♦❢ σ2, t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❚❤✐s

❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ❛❧♠♦st ❛s ❤✐❣❤ ❛s

t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❯❙ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡✳

❚❛❜❧❡ ✼✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦❧✐❝✐❡s ✇❤❡♥
ρ ♦r σ2 t❛❦❡s ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s

ρ ✵✳✾✺✼ ✵✳✾✻✼ ✵✳✾✼✼ ✵✳✾✽✼

r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✲✵✳✸✽✺ ✲✵✳✸✻✸ ✲✵✳✷✽✵ ✲✵✳✵✻✹

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✲✵✳✷✵✼ ✲✵✳✷✸✵ ✲✵✳✶✾✺ ✲✵✳✵✹✷

♦✉t♣✉t ✵✳✵✷✷ ✵✳✵✶✹ ✵✳✵✶✻ ✵✳✵✷✺

θ ✲✵✳✵✵✻ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✵✷

σ2 ✵✳✵✷ ✵✳✵✸ ✵✳✵✹ ✵✳✵✺

r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✲✵✳✶✹✻ ✲✵✳✷✽✵ ✲✵✳✵✺✹ ✵✳✵✼✻

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✲✵✳✶✶✸ ✲✵✳✶✾✺ ✲✵✳✵✶✷ ✵✳✵✻✷

♦✉t♣✉t ✵✳✵✷✷ ✵✳✵✶✻ ✵✳✵✶✺ ✵✳✵✶✷

θ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✺

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❧♦♦❦❡❞ ❛t ❤♦✇ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛②♦✛ ♦r❞❡r ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛✛❡❝t✐♥❣ r❡❛❧✲

❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❝♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠♣❧♦②✲

✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ❡q✉❛❧
r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛s r❡t✉r♥s ♦❢ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s✉♣♣♦rt
♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❜✐❧✐t②✳

✷✻



♠❡♥t st❛t✉s ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ♠❛❦❡ t❤❡✐r r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✐s❧❛♥❞ ♠♦❞❡❧s

❛ ❧❛ ▲✉❝❛s ❛♥❞ Pr❡s❝♦tt ✇✐t❤ ❛ ♠✐s♠❛t❝❤ t②♣❡ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✇❛s ❜✉✐❧t✳ ■t

t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❝❤❛♥❣❡

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛②♦✛ ♦r❞❡r t❤❛t

❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s t❤❡ ✐♥✈♦❧✉♥t❛r② ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡s t♦ t❤❡s❡ ✇♦r❦❡rs ❞♦❡s

♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛❧✐✲

❜r❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❞r♦♣s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✺✲✷✽✪✳ ❚❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✶✵✲✶✺✪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❤✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❧❛❜♦r ♠❛r✲

❦❡t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❛r♦✉♥❞ ✶✳✺✪ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡

✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✏s❡♥✐♦r✐t② r✉❧❡✑✳

❚❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣❧❛②s ❛

♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ❝❤❛♥✲

♥❡❧ ✐s ❝❧♦s❡❞✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❤❛❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♦✉t♣✉t

❞❡❝r❡❛s❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✐♥

t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ str♦♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
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♠❛t❝❤❡❞❄✑ ▼✐♠❡♦✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐♥♥❡s♦t❛✱ ❯❙❆✳

❬✷✺❪ ❳✐♦♥❣✱ ❍✳ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏❚❤❡ ❯✳❙✳ ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❜✐❧✐t② ❢r♦♠ ✶✾✽✽ t♦ ✷✵✵✸✿

❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❙■PP✑ ▼✐♠❡♦✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚♦r♦♥t♦✱ ❈❛♥❛❞❛✳

❆ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s

❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ✇❛✐t✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳

✷✾



❆✳✶ ❆♥ ❡q✉❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦

❋✐rst✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝❤❛♥❣❡s ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡r❡

✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛②✲

✐♥❣ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✇♦r❦✐♥❣ ✐s ❛❧✇❛②s ♣r❡✲

❢❡rr❡❞ ♦✈❡r r❡st✐♥❣✱ ✐✳❡✳✱ Wie(z
+
ie) > Rie(z

+
ie) = θ✿

Vie,job(z
+
ie) = Wie(z

+
ie) = z+iekie + βEV b,

ie (z
+
ie)

Wie(z
+
ie) = z+iekie + β(1− pD)Wie(z

+
ie) + βpDθ

Wie(z
+
ie) =

z+iekie + βpDθ

1− β(1− pD)
.

z+ie ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r t❤✐s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❛♥

✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛✐t✐♥❣ ❛♥❞ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

θ = Rie(z
+) = br + β(1− pD)Wie(z

+) + βpDθ

θ = br + β(1− pD)
z+kie + βpDθ

1− β(1− pD)
+ βpDθ

1− β

1− β(1− pD)
θ = br +

β(1− pD)

1− β(1− pD)
z+kie

z+ie = [
1− β

β(1− pD)
θ −

1− β(1− pD)

β(1− pD)
br]/kie.

◆❡①t✱ ❧❡t ✉s ✜♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

✇♦r❦❡rs ❛❧s♦ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ♠♦✈❡ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ✐s❧❛♥❞✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ Vie,job(z
−) =

Wie(z
−) = θ = Vie,nojob(z

−)✿

Wie(z
−) = z−kie + β(1− pD)θ + βpDθ

θ = z−kie + βθ

z−ie =
1− β

kie
θ.

❘❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❢♦r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥

❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✸✵



❆✳✷ ❆ ❧❛②♦✛ r✉❧❡ t❤❛t ♣r♦t❡❝ts ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs

❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs t♦ ❛❜s♦r❜ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡✲

♠❛♥❞ s❤♦❝❦✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ✇♦r❦❡rs ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡

✐s❧❛♥❞✿ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞✱ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❡①✲

♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs✳ ▲❡t ✉s st❛rt ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♥♦ ♦♥❡ ♠♦✈❡s✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇♦r❦❡rs ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♥♦ ♦♥❡ ♠♦✈❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧❧♦✲

❝❛t✐♦♥ ♦♥❧② st❛rts ✇❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤✐s ❜❡❧✐❡❢✱ ❛ ✇♦r❦❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢

r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✭❛♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡r ✇✐t❤♦✉t ❛ ❥♦❜✮ ✜♥❞s ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ r❡❛❧❧♦✲

❝❛t❡✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✱z+ie(m)✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣

t♦ st❛②✱ ✐s s✉❝❤ t❤❛t R(z+ie(m),m) = θ✳ ❋♦r t❤✐s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧

Vie,job(z
+
ie(m),m) = Wie(z

+
ie(m),m)

= zkie + β(1− pDie)Wie(z
+
ie(m),m′) + βpDieθ.

◆♦t❡ t❤❛t m′ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s m s✐♥❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ❧❡✈❡❧s ❝❛♥ ❜❡

❞✐✛❡r❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ mb❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐❧❧ st❛② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r

❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s s✐♥❝❡ ♥♦ ♦♥❡ ❧❡❛✈❡s ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦✈❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

s❦✐❧❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐❧❧ st❛② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

Wie(z
+
ie(m),m) =

z+ie(m)k(ie) + βpDieθ

1− β(1− pDie)
.

●✐✈❡♥ t❤✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❜② ❡q✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

✇❛✐t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✿

θ = Rie(z
+
ie(m),m) = br + β(1− pDie)Wie(z

+
ie(m),m) + βpDieθ

z+ie(m) = [
1− β

β(1− pDie)
θ −

1− β(1− pDie)

β(1− pDie)
br]/kie.

❆❧❧ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇♦r❦❡rs ♠♦✈❡ ✇❤❡♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❛❦❡s ❛ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✐s

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ z−ie(m), ✇❤❡r❡ W (z−ie(m),m) = θ✳

θ = z−ie(m)kie + β(1− p)Vie,job(z
−

ie(m),m′) + βp(1−Die)Vie,job(z
−

ie(m),m′)

+pDieVie,nojob(z
−

ie(m),m′)

θ = z−iekie + βθ

z−ie =
(1− β)θ

kie
.

✸✶
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